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I Allmént om kdrnresonans

De grundldggande principerna for karnresonang:gxpgrimentet
betraktas hir som k&nda. Alla kérnresgghsexperiment bygger pa
att man bestrdlar ett prov insatt i ett statiskt magnetfdlt
medAett elektromagnetiskt fdlt med en frekvens vid eller ndra
den sd kallade resoﬁanSAfrekvensen f8r en typ av kdrnor i
provet. Denna bestrdlning kaﬁ ske pulsvis eller kontinuerligt.
Det_egéntliga experimentella resultatet dr sedan systemets
svar pd bestrdlningen. Det finns en fdrbluffande midngd sdtt
att utfdra experimenten pd och beroende pad hur de utf8rs fds
olika information. De olika parametrar man‘kan fa ut av ett
kirnrescnansexperiment kan delas upp i1 tva kategorier;
étatiska och dynamiska parametrar. Denna uppdelning &r inte
entydig men kan &ndd vara fruktbar. Stafiska parametrar ar

matt pa statiska vixelverkningar i det studerade systemet

‘medan de dynamiska som namnet antyder ger upplysning om

dynamiska férlopp 1 systemet d.v.s. tidsberoende fenomen.

Exempel p& statiska parametrar dr kemiska skift, spinn=-spinn

: e
xopplingar och i flytande kristaller och fast/émnen dipol-

kopplingar och kvadrupol-kopplingar: Det var i studiet av

s8dana parametrar som kdrnresonansspektroskopin hade sina

f8rsta tilldmpningar pa kemiska system, och kvantitativt sett
dr det fortfarande den mest betydande delen av tilldmpningarna.
De dynamiska parametrarna dr frdmst de sd kallade relaxations-

tiderna. Den mest bekanta dr spinn-gitter relaxationstiden




eller den longitudinella felaxa{ionstiden T, och épinn—spinn
relaxationstiden e;ier den transversella.relaxationstiden T,
Det Finns ocks& andra relaxationstider av vilka bara skall
 hémnas T1g‘spinn gitter relaxationstiden i ett roterande
koordinatsystem (se nedan). Denna skrift skall redogdra for
den .teoretiska behandlingen av dessa relaxationstider. En
relaxatlonstld 4r ett mdtt pd hur snabbl ett stdrt system
atergar t1ll Jjdmvikt. Anglvandet av en relaxatlonstld impli-
cerar ocksa egentllgen att denna atergang sker exponentiellt
i tiden. Den hastighet med vilken ett system aLergaP tiil
jamv1kt ger upplysningar om systemets dynamiska vaxelverkan
med omgivningen. F8r en kemist dr det denna omgivning som
i allminhet dr det intressanta systemet och relaxationstids-
mitningar d4r en indirekt metod att studera rdrelser och
vixelverkan mellan molekyler i gaser, vdtskor och fasta dmnen.
De upplysningar man p& detta sdtt fdr om systemet dr ofta
av en sédan art att de 4r mycket svdra att erhalla med andra
metoder. A andra sidan &r de erhdllna resultaten sa speciella

att de oftast mdste kompletteras med andra experimentella

metoder,




II Ndagra metoder fOr att bestdmma relaxationstider

Relaxationsfider kan experimenfellt bestdmmas p& minga
sdtt varav jag kommer att behandla négré mer ihgéende for
kbhkretionens skull, Med en spektrometer scm arbetar med
kontinuerlig bestrdlning kan ménlbestémma T, genom att upp-
midta linjebredden. F6r att dessa mdtningar skall ge ndgot
.intressant krdvs det att magnetfdltsinhomogeniteten inte ger
ndgot stérre bidrag till linjebredden. Ett sitt att mita T,
med kontinuerlig bestrdlning dr att applicera det radio-
frekventa fdltet mitt-pé-en kdrnresconanssignal och mdta
intensiteten som fgnktion av energin i RIP-fdltet. Man mater
' ailtsé en mdttnadseffekt, En s.k. pulsspektrometer (Spinh“
eko spektrometer) &r mera direkt konstruerad fbr att mita
relaxationstider och det finns stora m8jligheter fér varia-
tion 1 métﬁingarna. I.en pulsspektremeter mdts provets
magnetisering i plénet vinkelrdtt mot det statiska magnet-
fédltet, xy—plaﬁet. En pulssekvens midste alltsd alltid
sluta med att-man har en resulterande magnetisering i Xy-=
planet, men innan dess kan spinnsystémet utsdttas f6r en
mdngd olika R.F, pulser., Man talar i pulsspektroskopin bl.a.

" om 900-pulser och 1800—pu18er. Detta anger att man applicerar
en mycket kort men intensiv radiofrekvent puls i ett frekvens-
omrdde som tdcker den studerade kdrnans resonansfrekvens pa
ett sédant sdtt att proVets magnetisefing dndrar riktning

90° respektive 1800. Om R.F. sdndaren producerar étt fait

- i x-priktningen sker rotationen av magnetlserlngen i yz-planet.
Hur detta dr m8jligt skall vi aterkomma tlll senare. En av

de enklaste mdtningarna med en pulsspektrometer dr att




bestdmma den sa kailadé "free induction decay". (FID) som

kan obServerés genom att ge provet en 900—puls och sedan
mita avklingningen av magnetiseringen. Eftersom magneti-
gseringen initialt 4r i magnetfdltets riktning, z-riktningen,
resulterar en 90%-puls i att man Far magnetiseringen i xy-
planet och den blir alltsa matbar. Den karakteristiska
tiden for sigﬁalens avklingning &r dé_TZ, den-transversella
relaxationstiden, felaxationstiden f8r magnetiseringens av-
klingning i xy-planet. Genom att mita "free induction decay"
i en pulsspektrometer erhdller man exakt samma fysikaiiska

A information som vid bestdmningen av 1injeforﬁen i ett
vanligt spektrum med kontinuerlig bestrdlning. Detta &r for
‘Bvrigt bakgrunden till FouriertransfoggEektroskopin, Ett
experimentellt problem med FID-mdtningar &r mégnétféltets
homogenitet. Fér signaler med langa Ty Sr FID-signalen helt
bestdmd av magnetfdltliomogeniteten och dr sdledes av mini-
malt kemiskt intresse, I'gtt pulsexﬁeriment finns det en
elegant 1lYsning av problemet med félthomogenitetenk Man ut-
sdtter kdrnspinnsystemet fOr en speciell sekvens av pulser.
Den vanligaste av dessa dr den sa kallade Carr-Purcell
sekvenseﬁ eller 90°-¢-180°-21-180%~sekvensen, Ur det senare
f8rkortade beteckningssdttet kan man utlésa.aﬁt experimentet
inleds.med-en Qﬁo—puls. Denna vrider ned magnetiseringen 1
xj—planet, ddr den avtar dels pa grund av fditinhomogeniteten
" och dels pa gpund-aQ egentiiga relaxationsmekanismer vars

effekt man vill bestdmma., Efter 90°%-pulsen vintar man en tid




‘T och applicerar ddrefter enj1800—ﬁuls.'Effekten av denna
Puls'ér atﬁ vinda magnetiseringen fran individuella'SPinn
18QO. Det eleganta.i detta trick dr att J{ef 180°-pulsen
har magnetiffltsinhomogeniteten den motsatta effekten pa
varje‘spinn,mot-fére pulsen éé att tidenat"éfter pulsen &r
alla de enskilda spihnen i fas igen éch ett s.k. "eko" |
ﬁppstér och amplitﬁden pa éignalen ér lika stor som den
skulle yéfit Om'magnetféltet varit abéolut homogent.

Figure 1, Jilastration av et pulsexperiment.
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Fig. 4-4 The formation of a gpin echo after one 90° and one 180° pulse, (a) A
90° pulse Lrings the spin vectors into tho ° direetion in rotating axes. (h) Hpin
vectors from difforent portions of the snwple fan out in the 2’y plane due o thyir
Lermor frequencics. (¢} After time £ an 180 pulse rofates all the spin vectors

- whout Bery by 180° so that thoy are reflected in the za” plane, {d) The spin vectors
continue o mave in the srne dirertious as in (e) but this now leads to a bunching
togethor in-the —y' direetion ab time 2 giving a spin echg. Successive 1807
pulses give successive cchos,




Det enkiasté sdttet att mé”cc‘VT1 med en pulsspektrometer
dr att gbra en 180°-1-90° sek§ens. Enom 1880~pulsen vrids
magnétiseringen ﬁelt om och g&tas mot det statiska H, -
faltet, Spinnsystemets magnetisering strivar d& att inta
‘sitt jadmviktsvidrde genom energiutbyte med omgivﬁingen.
Magnetiseringens storlek efter eﬁ tid t mdtes sédan genom
att applidera-en 9D§—puis som vrider magnetiseringen till
xy-planet ddr dess storlek kan avkaﬁnas. Genom‘att variera

tiden 1 fis magnetisefingen M som funktion av t vilket 1

,i .

sin tur direkt ger T,. En nackdel med de ovan beskrivna
pulsmetoderna dr att de miter effekten av samtliga spinn av
ettrvisst slag i provet, sd att man kan fa en inkﬁ#efens
‘mellan ndrliggande absorptionssignaler. Ett satt att undvika
dessa svdrigheter dr att mita T1g, dﬁv.s. relaxationstiden

i ett koordinatsystem som roterar med Larmorfrekvensen, Genom
att man anbringar ett kontinuerligt starkt fdlt vid en signals
resonansfrekvens "ldses" magnetiseringen fran signalen i R.T.
faltet éch signalens dtergdng till termisk jémvikt, som dr

en liten men métbar ﬁagnetisering i RF-fdltet, kan studeras.
I vdtskor kan det uppmatta-ng betraktas- lika med T?’ medan

i fasta'émnen THg ir en oberoende parameter skild frdan bade

T, och T,.

1 20 _
Den ovanst&énde Sversikten uttSmmer pa intet vis de olika
metoder som finns att bestidmma relaxationstider. Det finns

ocksd andra relaxationstider definierade, till exempel kors-

relaxationstider. En utférlig redogbrelse f8r alla dessa
( h“tﬁﬂmxen,¥6rQKQWWhuwde. Lidslonstan ter




4r emellertid inte m&jlig inom den begrdnsade

ramen f&r detta kompendium,

IITI Bloch ekvationerna

Av central betydelse f&r f8rstdelsen av en mdngd fenomen
som kan studeras vid ett ki&rnresonansexperiment #r Blogr
ekvationerna. Dessa behandlas ocksa utfbfligt i alla iéro—
bécker 1 kirnresonansspektroskopi, varf8r jag inte skall ga
in bé dem i defalj hidr. Bloch-ekvationerna &pr differential-~
ekvatloner som relaterar makroskopiska storheter till varandfa._
enkla antaganden cm
De kan hdrledas fran klassisk fysik och
. irreversibla processer. Pa grund av desso senace
dnéaaan&en' har Bloch-ekvationerna ibland kallats

fenomenologiska. Bloch-ekvationerna kan skrivas (Lynden-Bell

s 125)

dM
Z

g Y ]:B_:1 COSLu'l:-My + B

1 sinwt-MX} - (MZ—MO)/Tj
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Hir 4r vektorn M magnetiseringen. Detta &dr en storhet som
I&,‘r . - .

' bekant fridn fysikens elektricitetslédra och som

kan sdgas vara ett matt pa styrkan av den magnet som




- systemét som helhet representerar. Bo'och B1 dr styrkan av

‘det statiska och radiofrekventa fdltet respektive, Y dr

: . sQwn
den magnetogyriska faktorn,

o o . '
_enbartfen proporticnalitetsfaktor. Den sista termen 1 de

hégra ledeﬁ i (1) introducera$ relaxationseffekterna och
det #r dessa termer som aer'frr€V€fslbﬂ{%e£6h

Det &r ocksa dessa termer som dr de centfala i denna skrift,
Settr £rén magnetféltén B, och B,l 8r laboratoriesystemets

x- och y~riktniﬁgar ekvivalenta och det dr ddrfér belysande
att transformera om.(1) till ett koordinatsystem som fdljer

med ‘i det roterande RF-fdltet. Detta ger

—'v—w——-z - — )

gr = v Byou - O - MO/

du =‘+ (vB - wiv - u/T . ()
at YEq 2

gz =S ( B - lUJ)u + B M el V/T

dt ¥Pq 159 Z T2

ddr u 4r magnetiseringen ldngs B1—féltet och v magneti-
Seringgn vinkelrdtt mot B% fdltet.: Man ser att relaxations-
tepmerna har blivit ofdrindrade av transformationen., Vid
18sandet av Bloch-ekvationerna utgdr man ldmpligen frdn (2).
et gdller generellt att relaxationSPrEblemoftast bdst
:  aY

18ses i det roterande koordinatsystemet. . ' svaghet-

med Bloch-ekvationerna dr att parametrarna T, och T, inte




" tioner. i

. har né&gon fysikalisk_tolkning, och det' finns sdaledes ingen

information att hdmta ur dem! Idr dvrigt fungerar Bloch-

ekvationerna alldeles utmirkt och det kan kanske verka

underligt att kdrnresonans fenomenet som ju dndd dr ett

"kyvantfenomen" kan behandlas‘éé bra med klassiska ekva-

s

‘4 l&nge man beskriver makroskopiska stor-

heter fungerar de klassiska rbrelseekvationerna utmirkt,

medan kvantmekaniken mdste anvidndas f&r att motivera exi-

< . . P “
- stensen av d . makroskopiska storheterna., Det kan dven

pépekas‘att det R.F., fdlt som ett prov utsdtts fér i en

k&rnresonans spektrometer dr koherent. Experiment med

. koherent elektromagnetisk_strélning var fére upptidckten av

laser-fenomenet 1 det nidrmaste okdnt inom det optiska om-

rdadet, Vid koherent bestrdlning upptrdder en rad nya fencmen

som inom kdrnresonansspektroskopin vdl beskrivs med Bloch-

ekvaticnerna.

IV Grundléggande kvantmekanik

Om man vill ha en djupare f&rstéelse av kidrnresonans-

" experimentet d4n vad Blochs ekvationer kan ge maste man anvin-

da sig av kvantmekaniska metoder. Det kan ocksa sdgas att

kvdntmekaniken har en av sina mest eleganta och direkta till-

ldmpningar just i1 beskrivandet av kdrnresonansexperimentet.

Orsaken till detta dr frimst att spinnvariablerna endast kan
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anta ett fétal-diskreta vidrden, = ."Schrédingerekvationen
oftasf kan.lbsas.medcstor.exakthet, och man undviker.ge
matematiska besvérlighetér, man till éxémpei_rékab i vid
molekylorbitalberékningarnyag kommer att'anvéhda mig av .
en formalism som skiljef sig nagot frén den som vahligen
anvidnds p& elementdr nivé..Dérfér f8ljer nu en resumée Bver
de i detta samﬁanhang'viktigaste g:undbegreppen i kvant-

mekaniken. Ett tillstédnd hos det betraktade systemet

beskrivs med en végfunktioﬁ eller fillsténdsvektor betéck~
nad |[¢>. Den vinklade parentesen anger att det dr frdga om
en sd kallad ket-vektor. Mot en sddan ket-vektor svarar en
bra-vektor <y|. Namnen bra och ket kommer helt enkelt frén

" engelskans bracket.(ﬁarentes) och infbrdes f&rst av P.Dirac.
Normaliseringsvillkoret 3r nu att skaldrprodukten mellan
deésa vektorer skall vara 1. Det skrives <¢[¢> = 1 och 4r
helt analogt med det mera bekanta f¢x¢d1 = 1, Schrédinger-

ekvationerna, den tidsberoende respektive tidsoberoende blirp

A g%i = H|y> (1)
H[y> = Efy> (2)

ddr H dr Hamiltonoperatorn.

I



Férvintansvirdet av en fysikaliskt mdtbar storhet#represen—

terad av operatorn Q,betecknas

éw[Q|w>. | (3) i analogi med

(W)
ry*Qude -

Alla linjdrt oberoende egenfunktioner eller egenvektorer |¢ >

till en operator bildar en fullsténdig mdngd. Detta betyder

: : . . . a ¢ . .
att en godtycklig tillstandsvektor ﬁy> kan skyrivas som en

linjdrkombination av dessa egenvektorer

o> = 2@ o> (5)
n

Det komplexa talet Cn'beréknas genom att 1 ekvation(ﬂ'bilda‘

)

skaldrprodukten av bdde htgra och vdnstra ledel med bra-

vektorn <¢i|

agle =5 a4, <alep (s)

Vidare gdller att alia egenfunktioner till en operator kan

noCmevhede
vdljas orto .84 att
<¢i|'¢n> = Sin o - 7
a; = <¢i|¢> (8)
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Exempel 1. Visa att I[¢ ><¢_| dr en representation av

A . n n
identitetsoperatorn d,v.s., den operator som ldmnar allt
oféridndrat,

Bevis: Léf72|¢n><¢n| operera pa en godtycklig vektor
n Co :

detta gep
E'l¢n><¢nlm> = ¥ an_l¢n> = |¢> V.B.B.
n n .

Hir anvidndes (8) och (5) i tur och ordning.

Operatorer Q som har egenskapén

HQ |y> = QH [¢> (9

oberoende av |y> séges Egmmuteré med H. Observabler som
fepresenteras av sadana operatorer { kallas rdrelsekonstan-
ter (eng. "constants of the motion") och har en central
stdllning i kvantmekaniken. En av opsakerna till detta &r
att om |y > d&r en icke degenererad egenvektor till H sd att

H|¢5> = En[¢n> sd dr ]¢n> ocksa egenvektor till Q. Om |¢n>

representerar ett degenererat energitillstand kan de obercen-

de egenvektoferna till detta tillstdnd alltid linjarkombie
neras sd att 'de nya egenvektorerna [¢n> dr egenvektorer till
Q. Sadana rdrelsekonstanter &r ndstan alltid férknippade

med ndgon sorts symmefri i problemet. Detta &r nagot som d&r
viktigt for den fysikaliska férstéelsen, ty vart systems
symmetri ser vi ofta genom att'bétrakta experimentuppstdll-
ningen. Overldggningar av ren symmetrikaraktdr gbr det mdj-
ligt att dra en midngd intressanta slutsatser utan atf gbra

ndgra egentliga rdkningar.




v IMPULSMOMENTOPERATORER.
Fér att f§rs6ka_erné en stérre fysikalisk fbrstéélse av
- de feoretiskt béhandladg problemen skalirimpulsoperatorﬁ'och
impulsmomentsoperatorn iﬁféras som symmetrioperatoref.Detta
| kaﬁ verka frammande §ch-on6@igt komplicerat,men det &r min
férhOPPning;att introducerandet av denna komplikation pa ett
tidigt stadium kommer att underlétfa fSrstéelseﬁ av problem

i relaxationsteorin och da speciellt tensoroperatorernas

' betydelse.

Betrakta ett system i ett potentialfritt rum,sd att inga
yttre krafter verkar pa systemet.,Systemet beskrivs av en
Hamiltonoperator H.Detta H kan innehdlla en mangd vixel-

' verkningar eller potgntialer inom systemet men alltsd ingen
yttre potential.Skriﬁ vdgfunktionen for systemet(?f?B.Eftér—
som ingd yttre potentialer verkar dr valet av det yttre ko-
ordinatsystem,man beskriver systemet med,godtyckligt.Specie
ellt kan en infinitesimal translation.&? av koordinatsys-
temet inte péverka systemets énergi.Translationen 5%» Sver-
for QW?h i en ny funktion ,1

P82y = P+ OBYPTY (1)
enligt en taylorutveckling.Men vi vet fran eleﬁentér kvant-
ﬁekanik att gradienten 1AV = if 3 }é Jél dr en

operator som svarar mot 1mpulsen = (px,p 3 ) Ekv. (1) dr nu

¥

Pnst) = P + §2-3, /yfﬁ/mé gop/iam PR (2)
Energin paverkas inte av translationen si
KPAIEIPEY = (PRED(n|PRSDY (9
Utveckling av hgra ledet ger
(@c%&?ﬂalf{)(?ﬁ DR CAEOI RSt E it (ER- vae /m)[@(ﬁ/\
P G-82B, 1itom1+823 /m)lr,ﬁ@)) ()

Vid omskrivningen av ¢kr+5?) 1 operatorform i bra-vekiorn

midste man ta det hermiteska konjugatet betecknat med + .-

4




Orsaken till detta kan férstds om man kommer ihdg att bra-
vektorn motsvarar végfunktionens komplexkonjugat i den van-
liga formalismen.Ekv. (3) och (%) ger identiteten

CH - (1-8F, /¥ H (1480 By 1Ry =
: . 5 . - 32 02 '
Hggtﬁgp/rﬁ - éﬁrﬁsz/rﬁ +.popHﬁ;§?? AT =0 (5)
Till frst ordning i é??géller '
‘H?op »'ﬁ’opﬁ . (6)

Alltsd kommuterar H och‘ﬁzp“och impulsen &r en rdrelsekons-

" tant f6r system whan .yttre‘potentialer.Detta resultat dr

analogt med en sats i klassisk mekanik,som sdger att om inga
yttre krafter verkar pd ett system &r impulsen konstant.Rd&k-

ningen ovan har visat att en symmetri vi har i problemet,

rnémligen avsaknaden av yttre potentialer,leder till att

egenfunktionerna till H kan vdljas sd att de blip egenfunk-

i . —p
ticner till en annan cperator pop ,scm tolkas som operatorn

svarande mot impulsen.En_viktig podng &r att resultatet dr

obercende av H:s komplexitet.

Ovan har vi sett att betraktandet av en infinitesimal

translation av koordinatsystemet ledde till intressanta

~ resultat.Det 4r da en naturlig;féqu¢att undersdka vad som

. . . . . . v . T .
" hi3nder vid en infinitesimal rotation’.Andringen 1éf dr

§2 - 88«7
Vid den infinitesimala rotationen &ndrar sig vagfunktionen
.@(%5}?‘) = PD STBRVER = 1+ $8HV) PD (8)
pa samma sdtt som 1 ekv.(Z),Likheten AxB+C . A<BxC 4r en

sats i vektoranalysen.Operatorn

T3PV (sa)

~svarar mot impulsmomentet.Pd samma sdtft som infinitesimala

translationer kan sidgas generera impulsoperatorn kan infini-

tesimala rotationer sdgas generera impulsmomentcperatorn.

5




Villkoret (3) att energin inte &4ndras ndr koordinatsystemet

‘4ndras leder nu analogt till

5T -TH =o0 (9)
I hdrledningen av {(6) antogs det att.ihga yttre krafter ver-

kade pd systemet.,Giltigheten av (9) &r mindre begridnsad ty

den gidller dven 1 ndrvaro av en centralsymmetrisk potential
) .

2

V(r) :(rQ:x +y2+22).Detta pd grund av att en rotation inte
dndrar vdrdet av en sddan potential och &illkcret (3) gdller
fortfarande.Operatorn (1—i&§6%ﬁ) dr alltsa operatorn £or
infinitésimala rotationer.Ur denna kan man hdrleda oﬁeratorn

som genererar dndliga rotationer.

Exempel 1 : Hérled uttrycket for operatorn PG@Z) ,S0m gene-

rerar en rotation vinkelnigé kring z-axeln.

Lésning:Léthz/n (n stort heital) ange en infinitesimal
fdtation kring z-axeln.Operatorn f8r en sddan rotation 4r
(1—i§%JZ/nﬁ).Appliceras denﬁa n ganger fds den sbkta rota-
tionen Gz.Sélédes ar

P(O,) = (1-i8,7 /m)" ¢10)

Bortser man nu f&r ett Bgonblick fran att (10) innehal-

ler opératorer fds fran eﬁt klassiskt grdnsvdrde att

(1-i6,3_ /nn)" = exp(-iQJ_/B) dd n>e2 (11)

Eftersom JZ dr en operator dr det inte helt klart vad hdgra

" ledet betyder,men definieras en exponentiell operator exp(A)

genom sin serieutveckling
exp(A) = Z AY/i! (12)
biir allt vildefinierat och

P(GZ) -='exp(—i®zJZ/h) {(13)

Formel (13) &r viktig i NMR-teori bl.a. pd grund av det &r
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den som ligger till grund fdr en transformatien till

det roterande koordinatsystehet. '

Fran formel (13) kan intressanta slutsatser dras.En
geometrisk‘betraktelse.Visar atf fér sma €>‘galler att
P8 P (O) =P (6,00 P (O P (B (1w
Se bild 1 ,som &r hidmtad frin Tinkhams bok.{1u) betyder
i ord att en rotation €9y kring y-axeln f&1jd av en ro-
tation é}x kring x-~axeln ger samma resultat som om man
férst 'rjoter'ér @x kring kéaxeln sedan Gy kring y-axeln
och till slut €9y'@& kring z-axeln under fétutséttning
att vridningarna 4r sma.EBEkv.(13) och (1%)‘ger 7
exp(-18 7 /M)exp(-iQ I /f) zexp(~i8,8 7 /B)exp (-1, /A)

exp (~18, J,/R) | (15)

Bild 1: Illustration av sm& dndliga rotationer.

Fig. 5-1.  Hlustration of noncommuta- i (e}

tivity of finite rotations. {a) shows
Py, P,,v acting on a vector lying along the
x axis; (b). shows that P(,,r,,y)zP,,vP,,f
yields the same result to second order in
the angles. [It is characteristic of this
simple illustrative example that Py, has
no effect -in (b). The resulting equi-
valence is generally valid, howerer.) o

X (2}
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En serieutveckling .av (15) till andra ordningen i O ger
\ s 2.2. 822 o; or 2
1-16,0, /4-1Q,7 /% (8,0, 400 1208, T J ) /20" =

» . _ 422 7 .2
=1-16,8 Z/fﬁ—:t@ny/'h—l@xJ,x/'ﬁ— CRN +6§Jx+ 28,8,0,9,)/ 2%

| 2 ‘
OO0, (T I, I T /AT 8,8,3,/%
Jy Jyrf Jy.JX-z_xﬁ J, - (18a)
P4 samma sitt kan man hirleda de analoga relationerna

tl

[Jy,JZ]-E_Jy J, = J, Jy in Jx_ (161:)_
,[JZ_,JX]EJZ I, = Ty d, = i (16¢)

Dessa kommutationsrelationer (16) &r nu hirledda frén

1

villkoret att om vi representerar en vridning av koor-
dinatsystemet p& tvd olika sdtt mdste resultatet &nda

vara detsamma. Ur (16) kan egenvardena till

2 2 2 2
| .J = Jx + Jy + JZ (17D
och JX ’ Jy och Jz beriknas.Dessa dr for J2 lika med
A2 T+ (18)

~dar Jd ér.ett hel eller halvtal.Det tvetydiga betecknan—

det av J som bdde operatogr och kvanttal dr det som
faktiskt anvdnds i litteraturen.De mbjliga egenvirdena
tilr J, o, Jy och J, dr for ett givet J lika med Am dir
m = J,J=14% . 3-J41,=Jd (18)
Hirledningen av dessa egenvdrden innebdr ganska omfat-
tande rdkningar,som det inte finns plats till hér;GenOW\
att inféra egeﬁvérdené i (18) och (198) frén kommuta-
tionsrelationerna (16) i stdliet fbr att 1l8sa egenvd-
desproblemet fo&r 3’frén representationen (8),har spinn
variablerna blivit introducerade i smyg.Det 4r nimli-
gen sa att egenvéfdena fran (8a) &r enbart heltaliga J

Detta har en intressant tolkning.Fn vridning 277 1 (13)
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P_(21r) = exp(-i2frJ /f) | (20)
F&p hel- respektive 2?lvtaliga virden pa m, ger (20)
respehhive ~ ' C
P_(210) = ¥ 1 /For en vigfunktion @(¥) ar det ett

matematiskt krav att den skall dterbildas pd sig sjilv

da koordinétsystemet yrides ett helt varv.Detta férkla-
.rar varfér en 1l8sning av egenvirdesproblemet fran (8a)
bara ger héltaliga spinn.Halvtaliga m, avbildar q%z%
pa - @(?) vid rotation ett varv.Det viktiga dr nu att
som kvantmekaniken dr formulerad gés alla observerbara
storheter av uttryck,sgm ér-kvadratiska i vagfunktionen

Det fysikaliska kravet pi qﬁ(?) dr da att vid rota-

tionen ett varv P(?) wy T §5(?).F&3r att 1l¥sa detta di-
lemma formellt infér man en extra diskret variabel kal-
lad spinnet.Den totala tillstdndsvektorn skrivs nu
ICP(?)X> _dl'rir')( dr en spinnfunktion.

Detta négot komplicerade sdtt att infdra impuls~-
_ momentoperatorerna och d& speciellt spinnoperatorerna
har hir anvidnts f6r att podngtera hur intimt dessa
operatorer dr férknippadé med rotationer av Koordinat-
systemet.Détta-ar viktigt att veta for den fysikaliska
férstdelsen och ocksd fér utnyttjande av symmetriegen-
skaper vid tilldmpningar.Detta rédcker dock vanligen
inte utan man mdste gbra explicita rékningar ocksé;
Ddrfér féljer nu ndgra praktiska anmidrkningar. |
"En tillsténdsvektor betecknas ofta med sina egenvdrden
till det totala impulsmomentet och dess z-komponent.
84 skﬁives till éxempel en samtidig egenfunktion till
J2 och JZ lJ,m) .Detta betydef att

J2 \d,m> = J(J+1)ﬁ2|J,m> och Jz \J,m>»:'hm \J,m>~(2ﬂ
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Man anvdnder ofta stegoperatorerna J, och J_ deflnlerﬁ

J, 2 J, 0+ lJy g J_E J, -1Jy ’ (22l

Deras namn kommer av att om de verkar pa en tillstands-

.vektor- {J,my dndrar de m-virdet med en enhet med hi~-

behdllet J-virde
J%IJ,m>
J_ja,.md>

(3 (I+1)-mCmrd 12 [T med
((Te)-m(m-1021 {2\ metS

{23)

Hir och i fortsdttningen rdknas impulsmomentet i en-

heter av #i s denna storhet f&rsvinner i uttrycken,Ur

(16) kan ett antal nya kommutationsrelationer hdrledas

[JZ’ J;] = i. Jy ' | (2'—?5‘
E},J{l: 27, (25)

Exempel 2: Hirled (24)

Lasning: [&Z,Ji [&Z,J 1J_} = [;Z,J;} i E;z,ggl =

= 10, 1 g, = %0, Q.E.D,

Exempel 3: Hérled (26) sp901ellt [ﬁ J.}
Losning: |J%.9,] = [Jx,f] [J J] EJZ,J;\ - ol -
JJ2+J§qZJJ =J [J J] [J JAJ +J [J J} Ej J—]h

EICRUER SO SO ) = 0 Q.E.D.

‘Som avslutning ges en sammanfattning av vanliga

matriselement och sambaﬁd.Dessa kan det vara bra att
kénna till huvuddragen i,ty vi kommer att rdkna en hel
del med impulsmomentoperatorer i fortsdttningen.Till
slut en del uppgifter.

Uppgift 1 : Bevisa (25)

Uppgift 2 : Bevisa (zq.)




J_= (J,_+J_ /2 -
x ¥ T (27a,b)
Ty = (3, =T )/2 B
2 _ 2 L2 :
J4 =g -, v 30 =0 40, v 00, (28)
oy = (@ @) 22 Jamiye (@) eme 1 202 amety 69)
Jlem) = ((J—m)(J+m+1))1/2/2i |Jm+1> +

+((J+m)(J—m+1))1/Qi/2 | gm-1> (30)

.Féijande beteckningar anvdds otfa f8r impulsmoment
J= ett allmdnnt impulsmoment
L= elektronernas banimpulsmoment
S= elektreonspinn

I= kdrnspinn.
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.Vi. Spinnhamiltoneperatorn

Det fdrsta problemet i en kvantmekanisk beskrivning av ettt

experiment dr uppstdllandet av Hamiltonoperatcrn. Detta

e

—

ltses med hjéip av fysikélisk och kémisk intuition. En princip
dr att alla - vdxelverkningar man anser fdre-
ligga i det studerade systemet skall motsvaras av en term i
Hamiltbnoﬁeratorn. Det-ar ocksd sd att varje term i en Hamilton-

operator skall ha en fysikalisk tolkning. F8r den fysikaliska

- f8pstielsen &r det ddrfdr viktigt att ha sammbandet mellan

storﬁeterna i Hamiltonoperatorn och ' tolkningén

klart f8r sig. NMR-experimentet beskrives vanligen med hjdlp

av eh spinnhamiltonoperator., Namnet kommer av att Hamilton-
operatorn enbart innehdller operatorer verkande pd spinnvariab-
ler, En sddan operator kan uppenbarligen bara‘beskpiva en liten
del av det studerade .systemet, som ju. ocksd innehdller en méngd
molekyler, Jag skall férsdka illustrera hur man fran ett
komplicerat system konstruerar den Peiativt enkla spinnhamilton-

operatorn, Betrakta fdr enkelhetens skull en isolerad molekyl.

AlImidnt kan vdgfunktionen fér ett sddant system skrivas

(13

dir ¢i har rumsvariabler som argument och Xai dar elektron
spinnfunktioner, Xy . &r k&rnspinnfunktioner och det dr alltsa
dessa senare vi dr intresserade av., Hamiltonoperatorn for sytemet

kan schematiskt skrivas

2]




H=Hy + H2 +_H3 (2)

‘Dir H, verkar enbart pd rumskoordinater, H, verkar pa alla

1
typer av koordinater och Hg Qerkér enbart pa sp’innkoordinater5
och 4r redan pd den form vi vill ha hela Hamiltonoperatorn,

Nﬁ 4p det sd att spinnens bidrag till energin oftast dr mycket
liten. Detta betyder att Hy ger de dverligset stdrsta bidraget
111 energin och man kan anvinda sig av stérningstéori for att
berdkna effekten av H,. Lat (&0, 445 5 ++».) vara l8sningarna
till '

Hi¢ = E¢ (3)

-Energip EO dr vanligen mycket légre dn E1 och vid experimen-
tella f6rs8k kan man ddrfdr betrakta molekyleﬁ som varande i
sitt grundtillstdnd. Detta grundtillstand Hp om hidnsyn tages
fill spinnfunktionérna ibland degenererat, For molekyler gdller
dock vanligen att de dr i singlettillstdnd och elektronspinnet
ger ingen degeneration. Vdgfunktionen skulle alltsd kunna
skrivas ¢é = b oXeXigd wg = ¢DXéXN2 osv tills alla méjligheter
fér kdrnspinnfunktioner uttdmts. Nu i problemet i k&rnresonans-
spektroskopin Jjust att finna dessa yy. Man behdller ddrfér
friheten i XN och gdr vad man skulle kunna kalla en partiell
stérningsridkning och beréknér i férsta ordningens stdrning

matriselemantet

Woxe | Hy logxed> (4

Eftersom H2 dven innehdller k&rnspinnoperatorer dr uttrycket (4)

en operator och inte ett vanligt vintevirde och kan skrivas
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f(molekyl) + H (5)

kérqspinn

N 7 : : :
Exempel pd sadana funktioner'dr kemiska skift och kopplings-
kpﬂsfanter vilka ju &r storheter karakteristiska f8r varje
molekyl. Dessa "konstanter" Zr alltsd vintevdrden av en operator
6vef elektronernas liges- och spinnkoordinater, Ofta blir
féprsta ordningens uttryck (4) identiskt noll och man miste ga
till andra ordnihgenri stdrningen. Detta medfdr tekniska
svérigheter men principen att ta véntevdrdet Over bara en del

av variablerna 4r densamma, varfér denna beskrivning uteléﬁnas

hir.

Den tofala.kérnspinn—hamiltoﬁOperatorn kommer nu att innehalla
dels en term som dr specifik f8r en given k&rna Zeemantermen,
dels innehdller den termer som beskriver kopplingen mellan
elektroner och kirnor i molekylen och som &r specifika for
varje molekylslag. Termer av det senare slaget dr skift och
kopplingar av olika slag. Later man sedan molekylen vdxelverka
med andra molekyler uppstar ytterligarerbidrag i vissa termer,

och dessa senare &r ofta viktiga i relaxationsproblem.




VII., Kvantmekanisk formulering av kdrnresonansexperimentet.

Irféregéendé avsnitt visades att det dr m8jligt att reducera
beskrivningen av det totala sysfemet t111 en beskrivning av
enbart k&rnspinnsystemét. Det étérstér dock att,expzicit‘stélla
upp Spinnhamiltonoperatofn. Ett férhallande som ofta dr till
hjdlp dr att Hamilto?operatorn midste vara en skaldr i alla
termer. Opsaken till detta 4r att energin ar en skaldr. Ett spinn
ar alltid associerat med ett magnetiskt moment ﬁ. Bétraktas w

csom en operator skrives fér kdrnor

s
‘fl = vyl (1)

vy kallas den magnetogyriska faktorn och dr en proporticnalitets-

konstant som &r karakteristisk f&r varje kdrnisotop. Iran
(n

fysiken vet man att védxelverkans_energti mellan ett magnetfdlt

och ett magnetiskt moment &r

E=-3-37 (D

> . .
Tolkas nu p som en operator kan man skriva Hamiltonoperatorn

£81 vixelverkan mellan magnetf&lt och spinn

| N |
AH = -yAB ¢ I __ (3).

-

P8r det statiska fdltet vdljer man vanligen
.
B = (0, 0, BO) (W)

och fbr det linjdrt polariseradefli-f&ltet har man
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—
'B1 = (2B1 cos wt, 0, 0) (5)

Det 4r oftast ldmpligt att beskriva RF fdltet som en summa av
tvd cirkuldrpolariserade fdit

-m-} . K

By = BT((COS wt, sin wt, 0) + (cos wt, - sin wt, 0)) (8)
Ytterligare' term - i H &r kemiska skifttermen som vanligen
skrives

- -+

H=+4y oB I (7
i analogi med (3). Denna term har sitt ursprung i att elektro-
nerna 1 den studerade moiekylen padverkas av magnetfdltet och
ger upphov till ett eget magnetfdlt som naturligtvis ocksa
padverkar kdrnspinnet. Denna operator kan hirledas med metoder
som skisserats i oqvsnitt VI. Ndsta term

e

-
H = Jij Ii Ij (8)

representerar den indirekta dipolkopplingen mellan tva kdrnor
via en koppling med elektronspinnen i molekylen. Kombinationen
av ekv, 3, 4, 6, 7 och 8 ger

i >
IZ+ T J..Ii-I.m}(I'B1 (9)

H =z-2 y(1-0) B i3 3

i i»]
Denna Hamiltonoperator dr den som vanligen anvidnds for att
tolka NMR-spektra frdn organiska molekyler i 18sning

Som nimndes i avsnitt ITI &r det ofta limpligt att beskriva

%




" kdrnresonansexperimentet i det reterande koordinatsystemet,
- En tillstandsvektor - transformevas - vid en

rotation kring z-axeln enligé
Jvt> = expeis,J /) |b> o | S0

Fér en opefator blir transformationen
o i | %ol i :
Q' ¥ exp(-i0,J /1) Q expcleZJzﬁﬂ | (11)

Att detrméste vara sd ser man av att vintevirdet <y|Q|w>
skall bli ofdridndrat av transformationen.

Uppgift 1. Visa att sd forhdller sig!

RF-filtets tvd komponenter i-(ﬁ) roterar bdda kring z-axeln
men. i olika riktning. Man kan alltsé& skriva eki(g)

. -
- _ 1 : R
H = ~Zhy (41-0) BOIZ + I Jij Ii Ij
1 1>7]

ﬁ%$1exp(~iwtlz/%)lx exp(iwtlzfﬁ);Bjyexp(imtszﬁ)IX
exp(~iuvtl /A) (12)

dir de olika rotationsriktningarna aterspeglas i tecknet i
exponenten. Att (12) dr korrekt inser man ur (11), L

men kan ocksd visas med anvidndande av ett svdrbevisat tecrenm

. . o 11
etfpe™ = I AT (B) : C13) dar
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A" (B} = [A,[A,...[4,B)...]1 Caw

n styckeﬁ

. Vi kan nu erhdlla ekvationer analoga med Blochekvationerna

.gehom att berdkna Qg%i . Detta gérs med hj&lp av den tids-

berocende Schrédingerekvationen
tf—}é? = H|y> o (15)

Effersom denna ekvation dr enklare ettt ldsa i det roterande

koordinatsystemet gbr vi transformationen

l¢|> = exp(-iont IZ)]¢>

S : (i6)
|¥> = exp(iowt I )[y'>
Man far
. 1
Calys O expliut IZ)[¢ > .
¢ ii = MECYT = 1a Iz exp(imt IZ)|w'> +
o _
exp(int IZ) E%%—i C(17)
Ekv. (15) blir nu
'tw I [¢4> -4 ﬁLﬁé) .= exp(-iwt T, ) H exp(iwt EZ)[¢1> (18)
2 ot

exp it IZ) H exp(iwt IZ) dr Ju Hamiltdnoperatorn (12) trans-

formerad till det roterande koordinatsystemet. Transformationen
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av denna ger

. exp(-lwt IZ) IZ‘exp(+1wt IZ) = IZ, (19)

sd den férsta termen blir ofGrdndrad. Aven den andra termen blir
-+ >

det. Detta &r svart att explicit verifiera, men EJij I, - Ij

d4r en skaldrprodukt i spinnrymden och en rotation av hela denna

rymd kan inte péverka virdet av skaldr produkter inom den. De

tvd sista termerna i (12) blirquexp(—Qimt I ) I exp(2iwt I)
B . zZ b4 z

respektive Ix' Det dr den sista av dessa som ger de intressanta

bidragen och i fortsdttningen tar vi endast med denna term.

Detta ger
: > 7
LMY L r g - ' -
AR e Sy 6 )bgmwl I, + I Jio I, Ty
i 1>
, »Ylex]N”)E H'lp > ' (20)

Denna ekvation l&ses formellt och eftersom H' &r oberoende

av t fas
et e exp(~i H't) |prop S

Upr detta kan man nu erhdlla Blochekvationerna utan relaxations-

=%
termer genom att bilda Q%%i . Detta finns gjort av Slichter sa

jag g&r inte in pd det n#rmare hdr. Om radiofrekvensen u viljs
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sd att

wEyY(1=.)B, = v blir H' = -y By I

1

nu dr <I> = <)} I, |yflip

- i
= <exp(+iYBiIﬁﬁ w‘(O)|IZ | exp(+iYBlI>6¢'O>

1t

: | | \% , o
= <p'(0) | exp(-iyB . IN) I exp(lyB1%ﬁ]¢'0>
= €w'(0)l --Iy sin m1t + IZ cos wyt EANQIDE (22)
'_dér wy & YB&

Hir ser man att vintevardet av IZ : L roterar i
yz-planet om man sldr pa ett starkt RF-f&1t vid tiden noll.

* ’
Foér t = Iz vidnder man pa <I_>och f8r t = %=— har man vridit

“y | 26
ned magnetiseringen i y-riktningen i det roterande systemet.
Detta ger en antydan om den teoretiska bakgrunden till puls-
métoderna.som-beskfévs i avsnitt II,

I ekv. 9 dr inte alla interaktioner som finns 1 systemet
medtagna. Till exempel &r inte dipol—dipol vdxelverkan mellan
spinnen medtagen. Foér molekyler i isotropa vétskér dr det
dock sa att (9) facker fér att fﬁrutsagé linjeldgen och

intensiteter. Orsaken till detta &r att i{9)4r alla tids-

oberoende interaktioner medtagna. Dessutom finns ett antal

tidsberecende interaktioner med tidsmedelvdrdet noll. Dessa har

endast relaxerande effekt, vilket betyder att de bara paverkar

£




linjeformen. S&dana tidsberoende interaktioner kallas
relaxationsmekanismer och det 4r den teoretiska behandlingen

av dessa som &r huvudtemat f&r denna skrift.

VIII Sfiriska tensoroperatorer

Mdnga storheter inom kdrnresonansspektroskopin dr andra
ordnlngens tensorer och representeras dd i den kvantmekaniska
forﬁﬁlsmen av andra ordningens tensoroPeratorer Detta gbr
fér det f8rsta att det Hr nyttigt att kunna nagra rdknelagar
f&r sadana oberatorér, sd att man klarar deﬁ matematiska
behandlingen. Det 4r dock ocksa sd att det &r ingen tillfdliig-
het att tensorer dr viktiga i teorin . Detta medfdr att det
for den fysikaliska férstielsen ocksd dr betydelsefullt att
k&nna till idéerna bakom anvindandet av tensorer. "

Da kunska§ om ' . tensorer eller tensoroperatgrgﬁ%ﬁér
till det elementdra skall jag férséka'ﬁreétera en ganska ur-
forlig genomgang. Tensorbegreppet &r en generalisering av det

bekanta vektorbegreppet. En kartesisk vektor<; Egstdﬂas

av sina tre komponenter (r s Tys T ). En n:te ordningens

yi

kartesisk tensor T ges av 3 komponenter le D . Ur
n index

detta f8ljer speciellt att en vektor dr en. fdrsta ordningens
kartesisk tensor. I de fall man telar om kartesiska tensorer
dr det i allmdnhet fréga om ahdra ordningens tensorer. hn

sddan kan till exempel konstrueras frdn tva vektorer %1 och

%2 genom att bilda tensorprodukten %1 @ %2. Resultatet av denna

produkt dr definierad som en storhet med alla de m&jliga
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produkterna mellan de tvd vektorernas kompdnenter som kompo-

‘nenter. Détta.kan exempélvis skrivas

= R e

B
—
@ .
a2
1

Tensorn i (1) &r skriven 1 en matrisrepresentation. Av detta
f&r man inte fdrledas att tro att en tensor #r en matris. En
matris d4r ett antal symboler ordnade i ett rektangulidrt mdnster.

En tensor dr en storhet med ett antal komponenter. Transfor-

I

meras koordinatsystemet dndras deséa komponenter enligt vissa
régler. Ibiand kan man ordna tensorns komponenter till en
matris, menlen teﬁsor ar négot mycket mer speciellt dn en
matris, Jag har hittills endast talat ém Rartesiska tensorer,
Att dessa dr av betydelse beror pa att man vanligen anvénder
sig av kartesiska koordiﬁatsystem. I mdnga fall, och speciellt
ndr man vill betrakta effekiten av rotation av koordinatsystemet,
4r det limpligt att i st&llet betrakta sfiriska eller irredu-
cibla tensorer. Komponenterna Tz had en gddan sférisk tensor

™ ay ordning k har egenskapen att vigﬂlotation P oav

koordinatsystemet fas .

ok -1 k '
p TqE» = f qu quq | : (2)
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fy}cw.olc, Llewnoe = m@uua Yewno

s& att den transformerade komponenten dr’en linjdrkombination

av samtliga komponenter i den irreducible tensorn. En allmidn

tensor kan skrivas som en summa av irreducibla tensorer. Man

ser l4tt att en vanlig vektor alltid 6vefgér i en annan
vektor vid en rotation och att alla komponeﬁter blandas. Detta
medfdr alltsd att en vektor dr en irreducibel tensor. Det dr
dock s& att.komponenterna behdver inte nédvdndigtvis vara

(rx, r rz) utan ett val som (~(rx+iry), r. s quiry) uppfylier

y)
samma invarianskrav. Det dr belysande att g&ra uppdelningen

av (1) i irreducibla tensorer. Bilda

;A = X4Xo Y VytZyZ, (3)
B = X4¥o"YqXp} 2q%Xp7Xq%95 Y1Z2o=24Yo (u)
C = X Xy"Y4Yoy 224Zy=XqXo=Y4Vgs X(Yo¥VqXgs 2qXoHtXq2) V77245,

(56
Dessa tre storheter har en, tre respektive fem komponenter. Detta
ger summa nio precié som 1 (15. Man ser att A dr lika med skal&ar-
produkten %1-?é som ju #r invariant vid rotationer. Vidare dr
B lika med gektorprodukten ?1x%2 och sdledes dr B en vektor som
enligt ovan &r en irreducibel tensor. Storheten C dr den nya
étorhet soIrm tensorprodukten genererar. Den dr en andra ordningen$
irreducibel tensor. Den kallas.ibland i litteraturen fdr en
andra -ordningens. symmetrisk tensor med spdret noll. Vad man da

beskriver &r dess egenskaper om man sdtter upp den p& samma

- form som i ekv 1. Det gdller allmint att en k:te ordningens
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irreducibel tensor har 2k+1 komponenter., Hur man visar detta

[ —

skall jag inte gd in pa hidr men det har med rotationsinvarian-
sen att gbra och det dr precis samma skdl som gbr att for ett
system med totala impulsmomentet J kan Jz ha 2J+1 méjliga
vidrden.

' . L I o . . e
Exempel 1. Visa att komponenten x1x2fy1y2 Svergér 1 en linjdr-
kombination av de andra vid en vridning +145° kring x-axeln.

Ssni
! t _
X=P Xy y~—p —— (y+z) =
V7 -

' g sy 1 : ) B
XXy F XqXpmgVyVy * BqZg * YqZy o 24¥,) F

3 1,0 NP _
T (x,lx2 yqyz)— E(2z1z2 XX, y1y2) §(y122+51y2) Q:E.D.
_Génomgéngen ovan &r till den allra stérsta delen relevant dven

f8r tensoroperatorer. Skillnaden dr bara att tensorns komponen-

ter 4r operatorer 1 stdllet for funktioner, Tensoroperator-

begreppelt 4r alltsd en generalisering av vektoroperaterbegreppet.

Exempel pa vektrooperatorer dr till exempel impulsmomentopera-

torer, P4 samma sdtt som ‘ovan kan man ha bade kartesiska och

——.

irreducibla, sfdriska, tensoroperatorer. Har skall vi dock

enbdrt anvandgﬁde sfiriska. I samband med vektorer p&pekades

att de_enskilda komponénterna i en irreducibel tensor och alltsa
i en tensoroperator bara dr givna p& en linjdrkombination nér.
‘Man kan som komponenter i en impulsmomentoperator t.ex. vdlja

antingen J Jy’ J, eller -J,, J_, J . Denna godtycklighet 1

valet tar man vanligen bort gencm att fastlégga att standard- _

XB

komponenterna av en irreducibel tensor skall transformera ana-

59




logt'med_egenvektorerna_till J2 och JZ. Fér en given rotation

P(&;F,X) har vi

Pla, B, v) |J,m> = T | g m, > DJ (ay By ¥)° (6)
M., m
oo myo 1
dar Di m(a, B, y) dr ett Wigner-rotationsmatriselement f8r en

— 1 -
vridning specificerad av de sd kallade Eulerska vinklarna

%, B, y. Nu fastldgger vi standard komponenterna av en tensor-
—————

operator K genom att ange villkoret
k =1 k k :
PT P = T, D 7)
qQ zgr q' Pgig (o5 B> 1) (
Detta definierar helt standardkomponenterna, vilket ju inte &r

uppenbart, Frdn (7) kan man hirleda tva nyttiga kommutations-

relaticner

. 172
[J , T:] (k(k+1) = q(qt1)) T (8)
i q Qi1

1
Na)
~

.K] | ' |
[?Z, o) = a1 | (9)

Hdr dr det naturligtvis fdrutsatt att J och T verkar pid samma

variabler,

BxemEeKVZ. Bevisa ekv 9.
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' Lésning. Betrakta speciellt en vridning 6 kring z-axeln. For
detta fall har vi enligt (V:13) P(ez-) = exp(-i6J_). Fér en
tillstandsvektor |J,m> fis

. éxp(~ieJ9[J,m>': exp (-iem) |J,m> ' (10)

I (68) har.vi alltsa

J . : '
Dm'm(ez) =6 exp(-i6m) | ) (11)
Ekv (7) ger da
exp(—iéJ )Tk éxp(ieJ ) = exp(-ieq) ¥ (12
. zl "q 2 ‘ q

Enligt ekv (VII, 13,14) fas vdnstra ledet

. k : 2 (i)h oo nfok
exp(—leJZ)Tq exp(i0d ) = z T (-e) " J, {qu (13)

g8 {T](;IS - [JZ, [Jz'... [JZ, T}Ci] JJ | (1;)

Om nu (9) gldller ger (1u)

nfl.x] . x n | o (15)
JZ‘{TQE = :Tq ? _

EIA




, n ' LIS (P )
1(28) Jz {?E} = Tk « L 1(=8) qn = Tz exp(~1i8q)

[ 4

Qilket dr identisktlmed (12) och ekvivalensen mellan (7) och
.(9)-ér visad. |

ExémEel 3. Hdrled standardkomponenterna av en fdrsta ord-
ningens sfdrisk tensoroperator.

Lésningi‘Vi vet att en vektoroperator dr en fdrsta ordningens
go Uy
Det g&ller nu att finna de linjérkombinationer gsom uppfyller

tensoroperator. Kalla de kartesiska komponenterna Jx’ J

(8) och (9). Ur 9 ser vi att Jé méste vara J . Ansdtt

e, fagy v o) < e )]
1 _(chX +<dﬂJy. Vi hap [Jz, C1Jx + d1J£] = ey JZs Jx +

J
t d1 [?z’ J;] = 1Cy Jy - 1d, Jx' Ur (9) far vi nu vilikoret

: "idj = +01 "":3’ iC.] = d.,j

Vidare dr [h“, Cin +)d2J;} = cj[ﬁ”,ggx + 1qu] = cy [g_,J;l =

|
= -c, 20 enligt (V:25) men enligt (8) ocksd lika med

(1(1+1) - 190)?/2 J, vilket ger oy = 1 oeh alltséd
. 2

1 1 .
J, = - —(J_+ iJ ).

TG Ty

:

. o4 o 1 1 .

P4 samma sédtt fés J_; = — (J_ - iJ )
A PR

S3ledes &r standardkomponenterna av en vekteoroperator

_2?’




1 . 1

Jy = = = (J_ + iJ_ ) = - — J

1 9 X \ V?n +

1.
JO -_JZ

oA e . S
J_4 = — (J_ =iJ_ ) = = J_ (16a=-c)
L 2 Y V3 ,

Av tva tensoroperatorer kan man bilda én'tredje

genom -
k _ K450
o _q%qu%lqu Cieylepaa, Tk ke (17)

<}1k2q1q2|k1k2k@>ém en Klebsch-Gordan koefficient elley
 vektorkopplingskoefficient.De &y storheter,som ursprung¥
ligen introducerades f6r att ldsa problemet att sitta
samman impulsmomentegenfunktioner,Tag ti1l exempel tvé
protonspinn med samma skift.Man vet att f&r vardera
spinnet dr de samtidiga egenfunktionerna till J2 och JZ
(1/2 1/2> och \1/2 -1/2) .En fréga ar d& vad v egen-
fﬁnktionerna ti1l det totala spinnet J2:J§+J§ och
IJZ:JZ1+J22.DeSSa ges definitionsmissigt av

Lomd :m%zl Tym > W ,m >, 0 omym, |3, 3,0 (48

Man ser att (17) och (18) uppvisar stora likheter,och

om den ena dr sann verkar det rimligt att den andra 4r
det pa grund av ekvivalensen mellan (6) och (7).Klebsch~
Gordan koefficienterna &r vdlkdnda storheter som finns
tabéllerade.Det géllef att f6r att de inte skall vara
noll maste

m, + m, = m o - (19)

1 2
17,~d ) £d& J,+7, | o (20)

(19)- och (20) f&ljer naturligt'dm man anvinder sig av

en vektormodell f8r addition av impulsmoment.l sa fall . 7 29




representerar (18) en vektoraddition av tvé vektorer
med beloppet J1 och J2 och med z-komponenten I'n1 och m, .
Det gdller dd att z-komponenten av summan dr summan av
z—kompohentefna (19) Och att belbppet av summan dr maxi=
malt summan av beloppen och minimalt skillnaden mellan
beloppen (20). | |

Med njslp av (17) kadhah erhélla~standardkémponenterm
na av en tensoroperator av godtycklig ordning bara man
vet ffén vilka operatorer man skall bygga upp den.Detta

‘4p i stort sett detsamma som att veta vilka variabler.

den skall verka p&.I k#rnresonansspektroskopin fErekomme v

normalt inte operatorer av h8gre ordning dn tvd.Detta

gbr det nsdligt att skriva upp den riktningsberoende
delen av alla intressanta tensorer och tensoroperatorer
eh‘géng for alla,vilket ju dr en vdldig ldttnad.For
tensorer,éom ar funktioner av de kartesiska kcordinat-

erna har man fér fdrsta ordningen

i, = #1/VZ Cetiy)

(21)

L
YO =z
och f6r andra ordningen
YEQ': 1/?(x*iy)2
2 o 42 ’ .
Yiq =fz(xtiy) (29)
Yg =1/W@(3z2-r2)

Motsvarande storheter i poléra koordinater dr

Y%% 71/N7 5in8 exp(xi@)

Yé = cos® o
Y%Q = 1/2 sin%&rexp(iZi@)

3, =¥cos® sin@ exp(+if) (24)
Y2 = /48 (3cos’® -1)

24




FSr en andra ordningens operator verkande p& ett spinn

f&r man o
2 2
th = 1/2 Ji, |
2 _ _
vl s 2102 G0 kT (251
5 = 1/VE (332 - g%
" och om den verkar pd tvd spinn i,j
5, =1/2 JE3L
2 iy i3
Thq = ¢1/2(J*JZ + JzJi) (26)
R R Sy '
2 s AV (30,5) - TR

Funktioneprna Yg i (21,22) och (23,24) skiljer sig pa en
fakter rk.De iy relaterade till klotytfunktionerna med
en proporticnalitetskonstant varfdr de dr betecknade
med Y.Relationerna (21-26) gef en forklaring till att
stdndigt samma funktioner och operatorer dterkommer
reiativt obercende av det fysikaliska problemet.Det
bidsta exemplet pd detta &dr faktorn (30082@ -1):s8 upp-
dykande i alla sammanhang.Ekvétionérna (21-26) visar
ocksd att vi med hjdlp av standardkomponenterha av
tenséroPeratorer kan skriva upp den riktningsberoende
delen av varje operator utan.aft x4nna till vad den
fysikaliskt fepfesenterar.Detta innebdr en stor fdrenk-
ling i kdrnresonansspektroskopin ty spinnvariablerna
dr Jju justrknutna ti11 den riktningsberoende delen,som

vigsades i avsnitt V.Eftersom det totala spinnet hos.

varje enskild kdrna 4r konstant ges alla intressanta

effekter av operatorer av_%ygr(jB,ZS,QS),sé ndr som pa

en proporticnalitetskonstant.Det faktum ati en. ailmén

tensoroperators verkan pd en tillstdndsvektor med givet
n-virde &4r delvis kind uttrycks formellt med Wigner-

Eckhart~teoremet,som lyder

.QQ




<’CJm']T§l'th’m”> =20+ KT > 0T mm” 13T kg (28)
.Hér stér-ﬁ?fér den uppsdttning kvanttal férutom J och m
som specifigéfar .tillsténde{.<f?JﬂTﬁﬁ¥J’>»kallas ett
reducerat matriselement och.ér oberoende av m och g.Den
sista faktorn dr en Klebsch—Gordankoefficient.Efter vad
som tidigaré sagts dr detta teorem ett ganska vintat
resultat.BeQiset av (28) &r analogt med beviset av (17)
-bch uteldmnhas hdr.En intressant direkt konéeKVens av |
(28) &dr nu att kdrnor med‘I=1/é inte kan ha kvadrupol=-
rmément;Kvadrupolmémentet representeras av en tensor av
ordning tvad och i (28) har vi da J=J"=1/2 och k=2.Dessa
uppfyller inte triangelolikheten (20) och Klebsch-Gor-
dan koefficienten blir identiskt noll,vilket 1 sin tur
mgdfér att kvadrupolmomentet biir noll,

. Ett viktigt specialfall av (17) &r bildandet av
skalérprodﬁkten mellan tva tensorer,tensoroperatorer.
Denna produkt motsvaras av Xg och dr da

xg :q']Z;_qz.ng Uzg <k1k2q1q21151k200> ' - (29)

Ur (19) och (20) fas ky=k, och qji—qz .Sittexfnan in
dessa samband fds frdn de tabellerade virdena pa Klebsch-

Gordan koefficienterna i

Xy = %_(-1)‘1 %, U | (30)
Exempel 3: Visa att (30) ger samma resultat som en van-
lig ékalérprodukt férrvektorer.
L&sning:Vektorer &4r férsta ordningens tensorer sa tag
som exempel gskaldrprodukten mellan teﬁsérerna i (18)
och (21).1 vanlig vektorform &dr dessa EZ(JX’Jy°Jz) och

o L Py .
o r={X,y,2).5kalldrprodukteri &r Jvr:JXx+Jyy+Jzz.(3OJ ger

T2 -1l
q

qrq :—1/2(JX—lJy)‘(—1 )(X+iy)+JZZ“("1 )?/2'




A(Jx+1Jy)(Xf;y)=1/2(Jxx+Jyy+1JXy-1Jyx)+Jzz+1/2(Jxx+Jyym
.~1ny+lJyx)=Jxx+Jyy+Jzz - V.S8.B. |
En annan praktisk férdel med anvindandet av Stan- ol

dardkomponenter av tensorer och tensoroperatorer inne- r$&ij:,
hdlles i (7).Genom denna relation ar det tekniskt enkelt PJP \gﬁt

att gd 8ver frin ett koordinatsystem till ett annat. & é& 5
Exempel p& koordinatsystem,som man har anledning att fJ}

~anvdnda ,dr i en molekyl huvudtréghetsaxelsystemet,rota-

wr

tionsdiffusionstensorns huvudaxelsystem och fidltgradi- kﬂ wﬂ”

: _ o
entens huvudaxelsystem.Transformationer mellan dessa gbr mon Wt
med rotationsmatriselementen Dim»(m,ﬁ,y).Vérdet pd dessa

dr k&nda och man har ocksd vissa symmetrirelationer:Den

v1kt1g .
1/(8112) ,<o< gm ng 5> y)ae singd dy =
= J ;, 1/(2J1+1) BN E

‘Integratlonen dr tver alla méjliga riktningar med lika
stor sannolikhet och (34) visgsar att vid en sadan inteéraa
tion dr alla e;ementen Dima ortogonala.Det &r dennarortom
~gonalitet,som gdr att skillnaden mellan isotropa och

anisotropa vitskor &r sd stor i NMR experimentet, yilket kommer

abt framgd i}-r\cyre. Froows

Detta far avsluta genomgangen av tensoroperatorer
Huvudkontentan av ekvationerna (?,16,23,22,2332u,25,26,
28) dr att en irreducibel (sfdrisk) tensoroperators
olika standardkomﬁonenter dr intimt férknippade med im-
pulsmomentopé;atorer och rotaticner av koordinatsystemet
oéh att fiktningsberoendet dr oberoende av vad tensopn

fysikaliskt representerar.Detta férhdllande underlittar

stort den matematiska behandlingen.,
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" IX TATHETSMATRISER,
intevalidiopernay. _
Som pdpekats i-avsnitt VII kanYi och pa& spinnsys-

temet uppdelas 1 en tidsberocende och en tidsoberoende
del,Detta betyder att Hamiltonoperatorn kan skrivas som
en summa av en tidsoberoende och en tidsberoendg term.
-~ “ A :
| = HO + H1(t) , (1)
Det dr termen Hj(t) ;som representerar spinnsystemets
koppling med omgivningen,och det &r den,som Hr den mest
intressanta i ett felaxationsproblem.Ett rittframt sitt
att behandla relaxationsproblemet tecretiskt skulle nu
vara att med Hamiltonoperatorn (1) 1&sa den tidsbero-

ende Schrddingerekvationen

A
/3 &Y - fy (2)
ot
Fér ett prov i flytande eller gasfas har man 1 varje
molekyl approximativt isolerade spinnsystem som vdxel-
verkar évagt med omgivningen.Dessa spinnsystem beskrivs

av samma H, medan stdrningstermen H1(t) skiljer sig

0]
 fran molekyl till molekyl,Dirfdr skulle man beh®va l8sa

(2) f6r en mingd olika ﬁj(t) och sedan ta ett vagt
medelvirde Sver 18sningarna.Fdpr att g& runt denna svi-
righet anvdnder man en annan l&sningsmetod.
I all anvdndning av kvantmekanik dr man primdrt infe

intresserad av vagfunktionen utan av fdrvdntansvdrdet
av fysikaliska storheter.Fdr en observabel ép defta

oy = YWYy (3)
Nu kan enligt (IV:S) en godtycklig tillsténdsvektop
skrivas som en iinjérkombination av en fullsténdig

midngd ortonormala funktioner.-

H3




|W>;%-Cnlf3n> (4) ,vilket me’dﬁaﬁ |
= < o185 6 py - £ dedfilliny o
- Funktionerna @rlér vélfria och kan betraktas som kinda
Operatorn Q 4r ocksd kind varfdr matriselementen<<@AQ\@m>
‘kan beréknasren gang for alla och dr oberocende av t om-
Q oberocende av t.,All information om det studerade sys-
temet ligger 1 koefficienterna cn.Kénde man dessa skul-
le vagfunktionen vara ké&nd,men i (5) ser vi att sd lin~
ge vi dr intresserade av vdntevdrden av operatofer rédce
ker det att kdnna till alla produkter c;cn.Vi sdg ovan
atf i ké&rnresonansexperimentet studerar man ett antal
system,en ensemble,med identiska-Hb mén med olika H1(t}
.Medelvﬁrdestagningen 6ver dessa olika system kan nu
géras genom att ta medelvdrdet Over produkterna Cicn
ty <¢ lQ(@é} dr samma f8r alla delsystem 1 ensemblen.

Q> = Z;:ne e <P 101> (6)

Nu kan man definiera en operator g,téthetsoperatorn
<Pn|9‘(pm B rnn 7 (7
ddr man har definierat en operator genom att ange dess
matriselement i en viss bas.Detta &r kanske en ndgot
ovanlig metod men icke desto mindre anvindbar.
/\
. x = < hl ‘@ﬂ}

Lxempel 1: Berdkna Trg- % (P Q
Lésning:Frin villkoret att ‘W)i (&) skall vara norma-
llserad har vi 1-<W W> <Z S @mlz cn(P > =

n “n¢ n<@m|(P> ZC Cn- (8)
Eftersom (8) gaﬁér fow varje delsystem Sver vilket

medelvardet tas maste det ocksa galla for medelvardet

Z = 1 £¢9) ,men’ c <?3 |9,p> och
Trg 2(@ 9I©> : (10)

H4




' Tolkningen av (40) dr ganska enkel., Tathetsopere—
torn ? innehar 1 princip samma information som Vag—
funktionen ¥ och mot‘nopmallseplngskpavet e =1
f6r vagfunktionen svarar i&79=4 .Likheten (10) kan
betraktas sonfett sﬁecialfall av en allmén_saﬁs,sqm
sdger att fépvéntansvé;det av en obsé%abel 6yep en
ensemﬁi ges av |

3> = (S un
Om'Q ar enhetsopepatoyn'fés (10).Beviset ay (14} f6l1~
jef ur (6) ocﬁ 7y
LT = Z @100 X010 - 2P, tglz@mwmm!m

Z(cp {ng@ D = Trcg Q) V.s.B.

I beviset anvdndes representatlonen av enhetsoperatorn
Top © i"l@m§<qﬁ ’ fran exenpel (IV:1).Uttrycket (41)
4r helt analogt med det mera bekanta <Q> 4‘44(2[""}
Eftersom vi v1ll studera systemets utveckling 1 tiden
. &r nista steg att hirleda en rorelseekvatlon foér tdt-

hetsoperatorn analog med (2),(4) 1 (2) ger

- JECE HEaltn> (1) =

mﬁga_g_g lqﬁﬁ)z Zc;h 1S (13)

mn[q)s dr oberoende av t. Multlpllkatlon fran vanstep

med <P | i (13) ger da{‘]? (P > 5

if %%m B XRCALT um |
,'Komplexkonjugering av (14) ger
ain i = 5P \Hi©\> (15)

o <$tlH an'? = <P lHi‘Pr> satt Q. lH\f{)>

-ifh =~-r-=-«ﬁc'-)'-ZH~
i ;)cc¥ 11%%:_]“011 lcm'g.%n +C Cppmcm%pﬁhp

= 2_ (c pm;CECpH‘hp) (16)




,Ar nu H lika f8r alla i ensemblen &r medelvdrdet i (16}

-if de =-iRQ :%gnpgpm—ﬁnp?pm =('§H1nm—(H§)nmr (%)

Eftersom (17) giller fér godtyckliga m,n fés
~ A an - .
ﬁ,‘§_§: 1(QE-ig) = i[g,4] (18)
Ekvation (18) dr rdrelseekvationen fér tdthetsopera-
torn,och'ér analog till den tidsberoende Schr&dinger-
ekvationen.I (7) dr tdthetsoperatorn definierad rela-
tivt eﬁ viss bas-&?é§} .Denna bas har man i princip
rdtt att vdlja hur man vill,Atminstone av praktiska
skdl 4r det l&mpligt att vdlja deséa basfunktioner som
egenfunktionerna till den tidsobercende Hamiitonopera=
torn fOr det studerade systemet.Man hap da
Hog ° 5mnEn ' (19)
Fo6r detta val av bas blir t&thetsmatrisens diagonal-
élement grulsannolikheten att finna ett sysfem i en-
~ semblen i tillstandet ‘@;> .
.Exemgel é:Lés (18) om § obéroende av t och Q(t=0) kénd !
IL6sning:Ansdtt é(t)=exp6i§t/ﬁ)S;(O)éxp(iﬁt/ﬁ) (20)
98 - ifi/m S(t)4 Q () IRM=1(Q (=R (13) /= i/5 @1
¥t , ' ’
och séled@es dr (20) den sdkta ldsningen.Ansatsen (20)
ir inte s& magisk om man kommer ihdg att 18sningen
t11l (2) f6r H oberocende av t &r
AW o= expl-ifit/mlcos)y | (21)
~ Med den valda basen fas ur (20)
N - A
¢, (£)=<P fexp(-ilt/f) Q(0)exp(int/mIP > =

:£q<®m' expc_iﬁt/mcp?(fppj ool qﬁq><q3q\exp<i§t/ml@r> _

= exp(i(E -E)t/A) Q (00 (22)

N

_{‘3 ‘DC‘\SE\(\ 'b{\clas an egen $Mh*l‘éhﬁrh& éfli H‘

L{C




Ur. (22) kan man utldsa att tdthetsmatrisens diagonal-
element dr ofrindrade iftiden,sd att om man initialt
har en icke jidmviktsfdrdelning kommer det att f6rbli

s&.Fép att f& en dterging till j&mvikt mdste man ha en

tidsberoende term 1 H,

Exempel 3:Bestdm téthetsoperétorn vid jdmvikt om H &r
oberocende av t.

Lésning:Fran den statistiska termodynamiken vet vi att
-sannolikheten pn'att finna ett delsystem 1 tillstdn-

det n ges av ’ . i

p, = exp(-E /KT)/ 5 exp(-E /KT)=exp(-E /KD)/2  (23)

Fran tolkningen av td&thetsoperatorns diagonalelemeﬁt

féljer att ?hnzpn=exp(—En/kT)ZZ “ (2u4)

vid jémvikt maste tdthetsoperatorns alla matriselement

Qara tidsobercende,ty annars kan man alltid fihna en
observabel som skulle vara.tidsberoende,vilket skulle
strida mot jdmviktskravet.l (22) &r Faktorn exp(i(EnﬂENJﬁHﬂ
starkt tidsberoende f86r ném.Fér att .an(t) da skall

vara tidsobercende miste § _ {(0)=0.Detta ger nu

QL émn exp(~E_/kT)/ %exp(—Em/kT) | (25)
vid termisk jédmvikt.Detta motsvaras av operatorn
Q= exp(-%/kT)/Tr(exp(—%/kT) _ (26)
som precis ger matriselementen i (25)om basen vdljs
som egenfunktionerna till H.(26) ééllér dock for ett
godtyckligt Q;l av bas,
Eéeﬁgel 4:Bestidm tdthetsoperatorn vid jdmvikt fér en
ensemble isoleréde protonspinn i ett stafiskt magnet-
félt.BO.. ) ) |
Lésning: Ha=hY (1-8)B I =-Aw I (jfr.VII:9).De tvd
egenvektorerna dr fér m=11/2 \1/2> och \-1/2) mot

.




.vilka svarar energierna +ﬁ(ﬁ /2 .Operatorn (26) blir
Q= explh molz/kT)/TI»(exp(-ﬁ wOIZ/an 27)
Fér normala temperaturer dr kT»>H wo och man kan serie

utveckla exponenten i (27) till fdrsta ordning

- A
@ = 1/2+0 W I _/KT/2 | (28)
- Tdthetsmatrisen svarande mot operatcrn (28) &r
v Y U L
Y + hWof4kT O
SR
4 .
g | @)
A 0 Y- Rl -

ExemEel 5:Berdkna magnétiseringen i 7 och x-riktningen
fér systemet i exemDel b,
Losning: Magnetlserlngen M ges av-ﬁ <I‘>oeh M oav ﬁgﬁﬁ>

<I 77 —Tr(gl )= S’an znm” §1/2 '1/2‘1/2 +§ 1/2- 1/2( 1/"24)
=R AW /BKT 4 ﬁwo/sm =h}(41~6)B,/UkT och

o

= ¥’ (1-8)By/uKT | ' (30)
CI> =Tr(Q TO=1/2(8 yyg qy9 * 8 ajz,1/2070 3D
(30) &r ett specialfall av Curies lag,som sdger
att magnetiseringen av ett paramagnetiskt prov dr om-
vant proportionellt mot T.Att det inte dr ndgon mag-
netisering i x-riktningen vid jamvikt dr ett véﬁtat
resultat,och det &r en direkt konsekvens av att icke
diégonalelementen dr noll.
Exempel 6:Bestim magnetiseringen i x-riktningen som
funktion av t om man v;d t=0 har tithetsmatrisen
Vg k“’“/‘tk“r ce'™

S .
gloy =l Ce ' e BT

(32)
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ijsnin.g.:En-lig't .(22) fas 9j 2_(t):exp(iw0t+i°< Yo éch-,
§ 4 (trzexp(-1W t-ix Yo .Enligt ex.5 &r da
Mxr- 'T13<IX> =YhTr (8 IX)_;Xflc(epri(@ O’c+0@‘~'»))+e>{p(-=-i( W 0t+e<))
= yhe cos(W 0t+9<') ' - (33)

L&ser man i stdllet ut My fér man Myzy'hc s,in(tﬂéw“’()
Derivatan %_%[y =yheW , cos(W thf\):wOMX: YBOMX - (3u4)
En jamfdrelse med (IIT:4) ger att (34) reproducerar en

av termerna i uttrycket for JMy i Blochekvaticnerna.

ok
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X. Beskrivning av relaxation med t#thetsoperatorn.

Det framgick av foregdende avsnitt att for att fa
en étergéng'till j&mvikt;relaxation,méste man ha en tids-
beroende term i Hamiltonopepétopn.Av,skéﬂ%om kommer att
framgd senare,ép det 1Hmp1igt att definie?a denna‘tid83

_beroende term s& att den hav ensemblemedelﬁérdet nolil.

4H = AhH, + ﬁHj(t) Hj(tll =0 o (1)

0
Fér att klara pelaxationsppoblemet vill vi loésa rérel-
seekvétionen fér tdthetsoperatorn
) [_g,H] =i [_g,aé] s i [g,ﬁjctﬂ (2)
I (2) kan man gliminera tefmen [g,Hd] genom att trans-
-formera £111 vixelverkansbilden med tpansfopmaticnen
Q(t) = exp(lH t) g(t)exp( 1H 1:) . (3)°

Om H,=0 ser man frén (IX:20)} att likheten g’(tl ?(0)

1
skulle galla,Darfor ar Q(t) en bra storhet att bepdkna

effekten av Hj(t) pé.téthetsoperatorn.Med transformation-

en (3) utférd p& alla operatorer i (2) fds
933%;@ e i [_@x(t),Hf(tﬂ o ()
Uppgift 1: Verifiera detta. .
Fran (3) ser man direkt att for begynnelsevdrdena gdller
Q*(o) = QU0) ' ' o (5)
En formell 1ntegratlon av (4) ger '
Feor = Qo 1J [fen ifeey] atr . (o)
Man ser att (6) dr en korrekt 1osn1ng av att t=0 ger (5)
och deri&ationrger (1).Nu 3r denna l18sning inte utawnvidare
anvéndbar‘Qf.§%t') dr den obekanta storhet vifrill 18sa
ut.En god utgéngspunkt £6r approximationer fép vi om (6)

substituéras i hégra ledet av (H)

50




A |
agte) =1 [(9(0)+i '(ng("t'),H?(t’) ata,afmj .
filow,ukw] - Lﬁfgb*(f),ﬁf(tﬂ] ey Jacs ()
] ! |

 Variabelsubstitutionen ¥ zt-t” i integralen ger

o S
gty =i [gm),H’fctﬂ —Jﬂg*ctxz‘),ﬂf(t_m],Hj‘ct)J ar  ®)
ot '. & T |

Efter ekv,(16) i det féregdende avsnittet papekades
det att rdrelseekvationen f&r tithetsmatrisen (IX:18)
endast gdller for fér ensembler med samma H.. Vidare
kanﬁmfﬂn&ﬁi inledﬁingen till avsnitt IX att i kérnfeSOm
nansexperimentet #r inte alla H lika.F8r att £4 nagot
intrssant méste vi i (8) ta medelvidrdet Sver alla m&j-

liga H1(t).Beteckna detta med ett streck Over storheten.

dgn =i [o( (o] --f[[g”?.t—m,ﬂj‘ktfm],H’j"m] ar )
Ny | ; |

Ekvation (9) gdller exakt.Den dr ocksd hdrledd utan ndg-

ra speciella krav pd H, och ir relativt allmdnngiltig.
Fér att nu kunna g& vidare mdste approximationernas svare.
‘pch smidrtsamma vdg betrédas.ﬁet gr oftast sa att den
fysikaliska férstéeisen underldttar problemet att finna
de lémpligaste approkimationerna.Det 4r ocksa dnskvirt
att man vet vilka fysikaliska effekter som férsummas i
en'viSS‘approximation.Det underiittar didrfér att fran
(9) specialisera sig till att behandla Kirnmagnetisk
relaxation i vitskefas.I detta fall 4r tidsvariationen 1
H1(t) och dérméd ocksa i Hf(t) mycket snabb.Denné varia-
tion i Hi(t) dr normalt mycket snabbare dn variationen i

é?(t),vars,tidsberoende ungef&r ges av tidskonstanter-
na T, och T,.Detta f8rhdllande kan utnyttjas fdr att
géré approximaticner.

Approximation 1:I bdda termerna i hdgra ledet i (9) kan

§ﬁﬂ betraktas som okobrélerad,medlﬂf(t) s& att
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o8] = [, n,m)] S0 Uday oen
[[gc-p o] n o) [[ghe-w, 1 c-n] 1 )] ¢ob)

didr villkoret i (1) har anvants f8r att erhdla (10a).Om

'gﬂt) varierar mycket Sver korfa tidsintervall dr denna
approximation inte rikfig,men dr medelvdrdet av Hf(t)zo
bver tider,som Sr smd i forhdllande till variationen i
gﬁﬁt),Och finns ingénrléngsam systematisk varia{ion i
H?(t),ér approximationen (10} korrekt.Detta innebdr att
vi enbart kan behandla vafiationer i gﬁt) 6vgr tider > T
saanaddr . E??E?E§?¥3 = & ' (1)
t;lkallas korrelationstiden for H1:S'variation.F6r vdts-
kor dr denna tid normalt mycket liten,mindre &n 10-98.
Den léngsamma -systematiska variationen i Hj(t) kan till
exempel astadkommas av att den studerade kdrnan kan byta‘
mellan olika kemiska miljder,vilket medfér att teorin&ér
modifieras nagot.

Approximation 2: I hégra ledets andra term i (9) kan

gﬁ(t—f) ersdttas med €(t).
I integralen 8ver T varierar H?(t—?) mycket snabbare

. X u .
dn € (t-T) varfér den senare kan anses oberocende av T 1

férsta approximationen.,Eftersom H?(t*%ﬁHﬁ(t) =0 for T U

' - *
kommer bidragen till integralen for T<%och da ir g (t-7) o=
Szgﬁft) enligt argumenten vid approximation 1.

Approximation 3:Uvre grénsen f&r integralen i ($) kan

sdttas till ©C |,

Pa grund av termen H?(t—zﬁH?(t) bidrar endast T-virden

kring noll till integralen och om t>%T_sd& de-intgralen

& ]
J[[Q*(t),Hf(t—‘l")] ,H*j’(t)“] AT = 0 612)
: |
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Alla dessa approximationer byggef pa samma fdrut=
sdttning n&mligen,att tidsvériationen i Hf(t) dr snabb
och att vi inte &p intresserade av &ndringar 1 tdthets-
operatorn dver fider som dr mindre dn korrelationstiden

77 for H (t) Med approximationerna inférda i (9) fas

o) ) == ) H, (£-T) (t)] 4T : )
%t J[[g(t Hy (-0 B0 (1)) a (13

Eftersom vi vet att H, (t) mdste vara en skaldr,sa

kan. vi alltid skriva den gom en skalér@rodukt-av tensorevr
CH, (t) =%ﬂ (=173 P () AL | (14)
Hir &r Fq(t) en tensor,som dr en funktion av omgivning-
ens koordinater och &r tidsberocende pd grund av dess ro-
relse,tili exempel den Brownska rdrelsen.Att satta Fq
som en funktion av t och inte som en operator innebdr en
ha;vklassisk approximation.Aq dr en tensoroperator ver-
kande pa kdrnspinnvariabler.Dessa operatorer dr samma
£6r alla spinn 1 ensemblen oéh dr cheroende av t.Uppdel--
ningen (14) 4r generell och nd&gon specialisering till
bestdmda relaxationsmekanismer behdver énnu e] ske.Varje
relaxationsmekanism kan representeras av en summa av iyp
(14),Transformationen (3) av (14) ger

H () = 2 ¢ 1% £ (6 exp(lﬂ ©) A oxp(-iH t)“Z( j)F(‘%A @) (is)

2" LC-1DPE_ ) c>q (t) =
) J[[@(t) (-1)PF__(t-mA (tZ’J,Z 13 _ tAde

5.(—1)1”‘1 ox )A( L) A( F_ ct—fc')P L) az (16
& [[ t ] AT ()] )

Vid beraknandet av transformatlonen

* .

Aéﬂ: exp(iH,t) Ap exp(~1H0t) (17>
dr det limpligt att gdra nagra fdrenklande antaganden.
0 i (VII:9) kan man f&rsumma RF-f4lt-

termen.Detta innebdr ju inget annat dn att l&sa problemen

i uttrycket fér H

i frdnvaro av ett RF-f41t.S& lidnge dettm dr svagt gidller




- att dess effekt pad relaxationen kan Férsummas.T kopplings~

~ termen J-jIle i (VII'Q) dr det lampligt att gbra AX-ap-
I~ J ri

prox1mat10nen sa att J. 3I I J. jIzIz,JijIzmj

ddr sista 1edet har specialiserats tlll ett givet'fill—

stdnd f8r j-spinnet.Ar AX approximationen inte mogllg sd

maste man anvdndasmetoder {or att behandla relaxationen,

som redogbrs f6r i senare avsnitt.Med

Hg == %&%ilj +22J1] 3 i = jgbjoili , (18
kan kommutationsrelatlonerna (VITI:9) och ekv,(VII:13,14
anvéndas for beréknandet av (17).0m A &r en fensoroperam
tor,som'verkar p& endast ett spinn j fas
exp(lﬂ t)A exp(~iH t) exp( 1U3 JA exp(l(ﬁ tI )—
Z (-1 j) /(n!)IZ{APTJ E ( 10*3 n/(n‘)p A "exp( :Lpu.?c‘;)/;\ (l‘{}
Med Hamiltonoperatorn (18) ser vi att transformatlonen‘

(17) blir en bvergdng till det rotehnde koordinatsyste-

* A
met och Q(t) blir tdthetsoperatorn i detta koordinatsys-

tel. kp A av fyp (VIII:26) och verkar pa tva olika spinn

i och 3 dr problemet inte sd enkelt om woiﬁfkgoj.Ar &

- andra sidan W W =W  s& innehdller H_ =W (Il+13):‘d'-’c;Ez (%)
037 0 0 otttz

ddr IZ representerar det totala spinnet.Idr det fallet

giller (19) ograverad.Il annat fall &r det lampligt att

skriva om (VIIT:26) till

2 _ ;i1 31
Ayy = Tyq 1iy |
2 i1 31, ci1.31, _
Apq = Iy Ig +1g Iyq)/ V2 ‘ (21)
2 -\f“;ﬁ i1 .31 i1 .31 i1 31
CAg =N2/30 (I I +(Iy Iy o+ Iy Iy )/2)

Observera hdr skillnaden mellan I_ och I,.Ndr nu operatorh A
skrivits som en'éumma av produkter av fdrsta ordningens
“standardkomponenter kan transformatioﬁen (17) berdknas

pa& samma sdtt som ovan |

I RN i Jyeyrd 13 by, TE I3y =
A__I:2 -exp(-l(looilz+ipOjIZ)t)Ii1It1exp(1(booiIZ+KDOjIZ)t)
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R i i i e Jontd . T8 =
zexp lUODiI t)Ii1exp(1lﬂoiIzt)exp( lkajIzt)Ii1exP(lu)OJla‘ )
=exp(Fi(lo g I7 0z 12

P3 samma s4tt fis de andra termerna

0711

Af\g{ —(Iﬂ;,lIgexp@im ty+Tipd exp(;iwojt})/u’"' =
A+1 +1exp(+1ld+1 +1t) + A%1 +2exp(+1b)¢1 igt) (23)

2%‘ i) . j . ,
O =2/ I(I T +(exp(~1(bdoi“\9Oj)t)I1I_1+exp(l(odoimtgoj)t)

- . 2 S
)/2):: ADO +exp (-1 1A, +exp (-t _ t)AO i (24)
I (23) och (24) har ett extra index introducerats f3r att

hidlla ordning pd termerna.Ekvatiorerna (19),(22),(23),(24)

kan nu substltueras i {18)

QQ(t) == 2 (- 1)q+9[[§)?+) Apr] ]‘{ (e=DIF_, ()

pqrs : )
exp(( 1hJ L (t-T))exp (- l“Jq ©d?=- 2 7 (~ 1)p+q-LE§(t) Ap;J’A él'

o0 pars

exp(-i(Ww __+w )“c)jF -F (texp(ilo_ Ty d % 26)
p(.l( prt Was ) —p( ) _q xp( ey (

Hir har de extra summationsindexen r och s medtagits for att

ta hand om de clika termerna i (23) och (24).0m A opererar

pa endast ett kérnspinﬁ dr dessa index &verflddiga och

— . - \f\‘t' { lq
W, = pwy W s aqw, (2 enligh (0
P(t—‘Z:)F q(t) (28)

i 1ntegral“ﬁ¥”r en typ av stophet som &dr vdlkdnd inom den
statistiska mekaniken.och kallas fbr korrelationsfunktion.
Fér att gé vidare i behandlingen av relaxationsproblemet d&r
det nddvindigt med en stdrre kunskap omdessa korrelations-

funktioner,

i w L1l a2 - (22) davlia) w\'naH‘_{a.%S.
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XI Korrelationsfunktioner,

Av skdl,som inte dr uppenbara,spelar kofrelationS“
funktioner év typen (X:28) en stor roll vid tolkningen
av en-ﬁéngd olika fysikaliska experiment.sé tili exempel
midste korrelationsfunktioner anvidndas vid berdknandet av
linjeformer i UYV,IR och Ramanspektroskopi,vid studium av
. 1jus och neutronspridning,vid berdkning av dielektrisk,
..ultfaljud ocﬁ spinnrelaxation,samt vid bestammning av
transportkoefficienter.Huf'dessa‘korrelationsfunktioner
kommer in i spinnrelaxationsproblemet sdg vi i det fdr-
géeﬁde avsnittet.Det 4r ofta s& att den for experimenta-
listen intressanta‘informationen ligger 1 korrelations-
 funktionen och inte i relaxationstiden i och férrsig.
Detta f8rklarar att en vies kﬁnskap om korrelationsfunk-
tioner &r viktig i sig.Dessutom underlidttas behandlingen
av (X:26) om man férst hirleder eﬁ del egenskaper hos
korrelationsfunktioner,

Genom att i avsnitt X inféra F som en funktion av t
_éjordes en halvklassisk approximation ty omgivningen gitt-
ret ,behandlas klassiskt.Det dr fullt m8jligt att goéra
behandlingen av_omgivningén kvantmekaniskt.Gbores detta
fds korrelationsfunktioner som vintevdrden av operatorer
Dessgsa har dock 1 stort samma egenskaper som de klassiska
korrélationsfunktionerna.

Lat F(t) befeckna en fysikalisk storhet,som &r en
funktion av t,gbh lat F(t) vara definierad for varje del
system {tuex.molékyl) i den ensemble ett prov utgbr.Lat

F(t) = 0 . SRED
gélla.f?%jgfzi%% dr fOr stationdra system definitionsmds

sigt obercende av t.F8r t. ex. en vdtska 1 ett provrir
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kan man rékﬁa med att j&mvikt rdder,vilket ger att sys-
temet - 4r stafiohért:Beteckna

6(%) = F(OIE(D) | | (2)
G kallas korrelatlonsfunktlonen for |, oah den dr defi-
nlerad endast f8r stationdra tilisitdnd.Strecket Over
betyder ensemblemedelvarde.Ur'(1) och (2) kan en del
enkla samband hirledas. o

G(0) = F(O)2 zvariansen av—F(D) ‘ o (3)
(3)lféljer-direkt ur (2) dch definitiénen av varians.

60y > leol - . )

vﬁket foljer av 0% (F(O)iF(fﬁ)Q =F(D)2+F(€ﬁ2iéP(UjF(%ﬁ =
=26(0) T 26() = co)2lew] |

(-0 o e

ty G(-'-?')=F(O)F("Z")=F(T)’E(O)A:F(O)F(?):G(’a“’)_dé‘m man utnytt-

6(T)

1]

jﬁt att G &r oberoehde av den absoluta tiden och att F

dr en funktiqﬁ s& att ordningsfBljden dr irrelevant.Ar

F en operator kan man inte indra ordningsféljden och for

kvantmegaqiska korrelationsfuhktioner'galler inte (5).
Lim S = 0 _ | (6)

(8) gdiler inte helt generellt utan bara om F{) 4&r

okerrelerad med F(0) f&r tillrdckligt stora T .I s& fall

dr Lim 6(T) :%_%&WJ = F(0) F(T) = 0 .Detta gil-
ler till exempel inte fdr en ostérd harmonisk oscillator
ﬁen i det praktiska fallet upptridder alltid stdérningar,

- som forr elle£ senare upphdver korrelationen.

De.ovan behandlade korrelationsfunktionerna kallas
ofta o 'autokorrelétionsfuﬁktioner,' till
. gkillnad frén korskorrelationsfunktioner definierade som
6, (D) = FLOE (D) | (M

didr F, och I, 4p tvd olika fysikaliska storheter.Ett an-
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nat vaniigt begfepp ir den reducerade korrelationsfunk-.
tionen | |

T = 6T /6(0) | (e
Fouriertransformen av korrelatiénstnktioner spelar ofta
en myéket betydande roll i de fysikaliska tillampningér—
na.Den betecknas vanligen JW) och kallas spektraitathet
eller spekﬁai}funktion. |

J(W ) g J@G(T)exp(-iw‘?)'d’r ' | : (9)
Eftersom T 4r en tid mdste W vara en frekvens.Man kan
sdga att J{hJ) represénterar en uppdelning av G(7T) i
_frekvenskomponenter .Med den begrdnsade kdnnedom om a(T)
vi har kan vi gbra oss en ungefdrlig bild av J(UJ).Beta
rakta férst W s& smd att WT=0 = exp(-iw¥)=1 for
sadana’t som ger G(T) #0.Man far da_ . - |
J{W)=J(0)= fG('Z’) at  och J(W)-viG(l)/ = 2% (10)

Hir har den tidigare infdrde korrelationstiden fatt en

string definition.Det finns dven andra sdtt att definiera.

¢, men dessa dr mindre generella.Ar 5 andra sidan & myc-
ket stort s& att WATD1 fdr ett litét tidsintervall aZ
‘%%?tMi H@ﬁﬂﬂww)%?kr

JG(’C"}exp(-iw‘r)d’C = G(T) exp(-iw?"_)d’z’z 0
OS; detta oberoende av vardet pd T ,vilket medfor

J(w ) = j G(TYexp(-iwWT)AT = 0 : (11)
Detta kan sammanfattas sa att

J(W) = 2T, d&d wTe <1 och

J(w) = 0 da W >> 1 (12}
Att just 1/Te &r ett bra mdtt pd den frekvens foér vil-
:ken J{w ) dndrar karaktér,kan inses ur ekvationerna men

framgdr kanske bdttre ur ett exempel.
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Exempel 1:Berdkna J(Dd)‘fér en kbrrelétionsfunktion

-"G(f‘)'G(G)exp( /T - - . (13)
Losning: J(W)/G(0)= fexp( l'm/‘Z’ m:l.wb )dT = Jexp(-'f/’f T T+
T & C :

= rexp('z'/?: —1wﬁ”)d?"~—1/(1m +1/2, ) Iexp( ¢/f -iw®) s
+1/(1/T -iw ) l’exp(T/T ~iWwT )= 1/(1t4+1/€ ) +1/(1/T ~iw)y
SC1/T =1 +1/T 450 )/ (1T +10) (1/T 1w )= 2/@‘/(?/'&’2+m2)“

= 2T /(14 wz“"‘“2) (1)

Ur (14) ser man att J(0)=22Z ,som erfordrades i (10)
Qm.nuthTCQQ 1 kan 932?72 férsummas i nd&mnaren och J($ )=4%e
Ar & andra sidan w*zé$>1 kan.ettan i ndmnaren fdHrsummas
ocﬁ J(U3)=2/U}ZEC ,vilket raskt glr mot noll,

Ansatsen (13) fdr en korrelationsfunktion &r vanlig,
ty den har egenskaper,som dr fysikaliskt rimliga.Fér en
del fall f&r man vid explicita berdkningar ocksa en
korrelationsfunktion av {yp (13).Detta dr dock alls inte
‘alltid fallet.

A En-kvantmekanisk korrélationsfunktion fér tvd kompo-
nenter av irreducibla tensorépepatorer T och § ges av

G(TH ;(T];(t)s]&:):: Trcg Tz(t)sg:) o (15)

Hir dr gltéthetsoperatorn for systemet,i detta fallet
fér molekylerna i vdtskan.T och S kan vara olika tensorer
men dr vanligen desamma.

NCORE exp(iHt)Thexp (-ilt) " (18)
med H som Hamilﬁoncperatofn f6r hela det betraktade sys-
temet.For korrelationsfunkticner av standardkomponenter
av irreducibla tensoroperatorer har Hubbard hirlett en

elegant sats.

<T§(t) 3;(,> :ékkdéuqq-, DT LTk sE> A

Denna sats siger alltsd att for att korrelationsfunktio-

nen skall bli icke noll mdste tensorerna vara av samma
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ordning och komponenterﬁa skali vara av moitsatt tecken,
Da &r alla korrelationsfunktionefna proportionella mot
de nollte komponenternas funktion.En mot (17) SVarande
sats giller f8r de klassiska korrelationsfunktionerna av
,sfandérdkomponenter av irreducibla tensorer.

kk”

ok kK _ 8 $
G ~= F F . = .
qq q(t) q kk™ 7~q

_434 £k k £
gr (-3 FROEg _SkkJ{qq,(_1)q

Som avslutning pd& detta avsnitt g&r jag igenom bevi-
set av (17).Detta dr i stort sett mdjligt att genomfdra
med de kunskaper vi har fran tidigare avsnitt med undan—
tag for vissa relationer fér Clebsch-Gordan koefficien-
ter.Beviset innehdller inte ndgot som dr vdsentligt for
fortsdttningen,men det tjdnar som en vacker illustration
till Véd man kan éstadkomma med hjdlp av tensoroperato-
rer.Problemet &r att berdkna
<T}C§(“C)S];:>:Tr‘(§!?Xp(th)Tzexp(—th)S 0y ;
K.Q exp(iHE)) = To(TS WS

q q q°
I omskrivningen uttnyttjades att spdret. &r invarianti vid

POt R

=Tr(Tzexp(~th)S (Y Y (18)

en cyklisk permutation av de ingdende operatorerna.Detta
dr en vdlkdnd sats,som gdller allmdnt fOr operatorer och

-

matriser.Operatorn W .(t) har skrivits sombm den vore en

g
standardkomponent av en irreducibel tenébroperatop,men
detta dterstdr att visa.En viktig iak55gelse gr nu att

alla betydande-termer i H fér en vidtska eller en gas &r

invarianta vid rotation av koordinatsystemet.Det enda

Gect) (1)

undantagen 4r termeﬂ%om kommer frdn magnetfdltet och franh

vixelverkan med kiriviggerna.Kan dessa forsummas dr H
invariant vid rotationer.Man kan rdkna med att vdtskan
dr i termisk j&mvikt sa (X:26) gdller

Q = exp(-hl/KT) / Trlexp(~RH/KT)) - (20)
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Ar nu H invariant vid rotationer dr 8 det ocksd,ty 52 dr

en funktion av H.Lat oss nﬁ undérééka hur‘wza uppfdr sig
vid rofatioﬁer | ‘

P(.S"L)Wk/ (H)= P(_D_)exp( J.Ht)S gexp(lHt)P (.ﬂ;)‘=
::.exp( 1Ht)P(Sl)S (Da) Q exp(lHt) (21)
Sdledes transformeras Wza pd samma sdtt som SE: ;1d ro-
tationer.ﬁr ngen standardkomponent av en irreducibel
tensoroperator ar Wg: det ocksa och med samma ordning
och. samma komponent,Vid berdknandet-av sparet i (18) d&r
det_lémpligt'att vdlje en representation som dr diagonal

i J och m,Beteckna &vriga kvanttal med T

k. K™, vy o oKk T )
T (T - (£)) -IZ_J1 1( gmbeiwe (ol Imy> -
_ Z Z_ T k:l

"'C'»IJ«,m«lTJQmé( 1m1\T ‘ J2m2><’ZTJ m q 1?’1J1m1> (22)
P& de olika matriselementen i summan kan Wigner-eckart-

teoremet (VIII:28) anvidndas
<TJ]H‘T\TJI%> (TJ\HkWTJ?CHJqum\J kq}nu%m2 @

<T szzlw »(t)\‘tJ1m> =T, \\wk(é)li

<J2 (R -m?_‘JZ ke ><S-m,l,q’--m2 (24)

dir (VIII:19) anvénts.Pa grund av ¢ -relationerna i (23)
och (24) fdrenklas summorna Sver m, och m, i (22).Man ha
m, =m,+q och m2:m1+qr = g=-q (25)
F6r q =q férsvinner ena summationen i (22) ty m,=m, =q

K k7
‘ﬁ , zj<'mu WZ,0,> LT, Il W oM T o>

m1 <51J2m1q-m1|JTJ2§%>»<g2 i, qm1\J J k -q > (26)
Nu kan man med Clebsch-Gordankoefficlenternas egenskaper
visa atf summan Odver m, ger (-1)% om k=k“om triangelolik

heten |J2—Jﬂ£§kfi(J2+J1) 4y uppfylld.Annars ger summan

L]




noll,Detta kan sammanfattas i :

P2 VN S . s k
V(’Tq(t)Sq;> = Te (T -(t) 5250, VIR i | E

. K~ Y - R ‘
<‘E’2J2llw_ (t)“‘(‘;1J1>§qq,5}ck, (-8 =

.; k k N _

= {Tp(0sg 3 & dir D) (27)
vilket skulle bevisas.Beviset av (17),som dr en viktig

sats publicerades férst 1969 trots att hdrledningen som

synes inte dr kollosalt svdr.
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XIT Rélaxationsmekanismer

.I avsnitt X infrdes en stdrningshamiltonoperator ﬁed
'medelv&rdet‘noll och beroende av tiden.Det papekades att
denna operator beskrev de processer,som orsakar relaxa-
tionen.I (X:ﬂ#) skrevs denna stdrning allmént som en
skalérprodukt av en tensor och en tensorbperator;Detta
motiverades med att H alltid miste vara en skaldr.Detta
séft att behdndlé problemet dr fruktbart ndr man vill
hérleda_allménna ekvationer,men f&r att f& en fysikalisk
tolkning miste vi specificera tensoverna F i-(X:?H)ﬂEn
vanlig och fruktbar bild avArelaxationsprocessen irvidts-
| kefas dr att den Bfownska rérelsen ékapar tidsberoende
mggnetfélt genom olika magnetiska egenskapér hos mole-
kylerna.Detta lokala magnetfdlt inducerar sedan &verglng
. ar mellan spinntillstéanden.
| Fér att £f34 en allminn bild av skillnaden melian in-
teraktioner,som gef statiska bidrag tili:Hamiltcnopera-
torn,och sadana som ger relaxation kan det vara belysan-
~de att angripa problemet pa &nnu ett sdtt.Den f8ljande
behandlingen &r speciéllt viktig f8r fdrstdelsen av de
extra fenomen,som upptrédder dd NMR-experimentet utfdres
i anisotropa 1&sningar. |

For en molekyl i Q&{s&fas har vi férutom spinn-
variablerna en stor mdngd positionskoordinater i rummet
fér kdrnor och elektroner.Vi &r intressérade av interakf
1tioner*pé spinnsystemet_och sdledes tar vi bara h&nsyn
till de . termer i hamilténoPeratonn,som innehéller spinn-
oﬁeratorér.Kalla en allminn tensoroperafor verkande pd

s . k “ u s '
spinn fOr A och en allmin tensor,som dr en funktion av
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elektron och kdrn-rumskcordinater Fk.Slutligen kan vek-
torn beskrivande det yttre magnétfaltet skrivas Bj.
Alla intervaktioner pda eft spinnsystem kan nu sammanfat-

tas med hjdlp av skalérprédukten (VIII:30)

1 Q.55 q.k K o ‘
-H =¢B A (-1 + -1)7F A : : 1
g -q q( ) r q (-1 —qQ,T .1 ' ! )
ddr r summerar Sver olika interakticner.fr nu Fk

=qsr

éberoende av magnetfdltet kan det befraktas som en konsg-
tant i ett molekylfixérat koordinatsystem.Detta innebdr
visserligen en inskrédnkning +il1ll intramolekyldra inter-
akticner,men generaliseringen till intermolekylidra ir
ganska trivial.Pa grund av koﬁpiingen med magnetfdltet
dr det ldmpligt att fastlidgga spinnoperatorerné i ett
laboratoriefixerat koordinatsystem.Transformationen av

Ag " fran molekylfixerat till lab-fixerat system ger
. 3 : ) .

PLLIASPT (L) = 2, af. pk. () | (2)

| | 4 Py

enligt (vitr:7).LL star £8r de tre Eulervinklarnah(2) i(1) qev
ae W s _yapk ok, pk, 3

i o 2% %:q’ -0 Feq,p fqir q'q'CSL) (8)

I'ér en molekyl,som r&r sig snabbt i en vitska,fdr man nu
ta medelvdrdet Over alla riktningar.Hela rikiningsbero-
endet ligger i rotationsmatriselementen Dg,q&x,ﬁ,g).l an-
ologi med (VITI:31) blir detta o

K 2 Tff’r K o
Dq,’qa’[\’h‘):j'/(m)odo Dy+q (6 psy)det sinpdp dy (&)

om 1l8sningen dr isotrop.Ar den anisotrop mdste man infdra

en viktfaktor i integralen.Ur (VIII:31) ser man att
0 _ )
Doo@sp,y) =1 (5)
och alltsa en konstant,Sdtter man in denna konstant 1 (&)

kan ortogonalitetsrelationerna i (VIIIL:31) anvédndas och

k - oy '
Dq’.q(u(’["x) _SkO (6
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Tas ﬁedelvérdet Sver alla riktningar i ekv 3)kvarstar
allts&_endast termer med k = 0. De%fa gen Hamiltoﬁoperatorn
i avsnitt VII. Termerna med k21 ger inget bidrag till den
tidsoberqende Hamiltonoperatorn men ger relaxation. Frdn
(VIIT:16, 25, 26) kan vi genast ange hur spinnoperatorﬁ

1 skaldrprodukten

-4 Fg e | e
q 3 o

ser ut., Fbr k=1 har vi

.-".“‘-‘ ) 1...' . .
Ty = F1//2 I, Ty = L, (8

och p& motsvarande sdtt for k=2. Varje relaxationsmekanism
motsvaras av-en skdldrprodukt (7). Detta sistnimnda dr inte
givet ty relaxationsmekanismer har historiskt sett introdu-

cerats utan referens till skalirprodukter av typ (7). Det

ar ett intressant exempel pd de irreducibla tensoroperatorer-

nas styrka att trofs att man natt fnam‘till Hamiltonopera-

torerna som beskriver relaxation pd ett nagot osYstematiskt
sd4tt kan dessa operatorer alltid skrivas som i ekv (7) med

en enkel summa.

Allaainteré:ktiqner mellan kirna och omgivning dr av
eléktro-mangetiékt upsprung. DArfér &r det givande att
utveckla det elektromagnetiska fdltet kriﬁg en kd&rna i en
s8 kallad multipol-expansion. Nu hdr inte sddana ting till
det Som.en_fyéikalisk kemistfvanligen kanimen det kan vara

belysénde3att se varifrin termer som dipol och kvadrupol
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kommer. En multipol ér en irreducibel tensor Tk
Multipelens namn ges év ett prefix som anger ett antal

av 2k. En dipol har k=1 och en kvadruﬁozﬁ K=2 0.8.V.
Elektriska och magnetiska multipoler skiljer éig genomn
att ﬁe har olika paritet s& fOr en elektrisk 4r pariteten

-1y K+ 1

bch fér en magnetisk (-1) . Pariteten anger hur
tensovn uppfdr sig vid inversion av koordinatsystemet. Nu
ar dét_experimentellt funnet att kdrnors vagfunktioner
 &r av j&mn paritet. Av detta f&ljev for elektriska multi-
' polér att k;0,2,4 ellef med‘aﬁdra ord kan kdArnan ha
elektrisk laddning elektriskt kvadrupolmoment men inte
elektriskt dipolmoment. A andra sidan kan en kdrna ha
'7magnetisk dipolmoment men inte "magnetisk laddning". Efter

detta mellanspel om multipoler &r det tid att behandla

enskilda relaxationsmekanismer.

A. DipO1wdipol relaxation

Dipol~dipol relaxationen dr den viktigaste relaxations-
mekanismen fér.kérnor med I=1/2. Den &r ocksa den historiskt
viktigaste och det var fOr denna relaxationsmekanism de
férsta teorierna utvecklades. En kdrna med spinn kan
betraktas‘sbm en magnetisk dipol. Denna dipol skapar ett
avstands- ocﬁ riktningsbefoende’magnétfélf?bunt‘Sig och. en
annan kdrna med spinn vidxelverkar med detta magnetfdlt och
allt éfter molekylrdrelsen andrér sig denna‘véxelVerkan.

Trén klassisk fysik 8r denna vidxelverkan v&lkind och inter-
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~aktionsenergin ges av

_ T _ + > 5
Genom rela;_;ionen
> > '
wo= h'XI {(10)

- kan man som en korrespondensrelation skriva upp Hamilton-

operatorn som svaraanotvij

£ = 22 T IR The BN Tes B e
PR R PV LIS wtb S B S Ile: pij)) (1)
-Hémiitonoperatorn (11) har ett ganska komplicerat‘dtseende
och i stdllet fér att som t.ex_i'P;?yykkés kompendium
~explicit verifiera att den &r av typen (7) skall vi 18sa
problemet pd ett mer systematiskt sétt. En dipol-dipol |
‘véxelverkan beror bl,a. av en produkt av tva férsta ord-~
ningens fensoroperaforer. En sddan produkt (obs ej skaldr-
produkt) bér ge upphov till en andra. crdningens tensor-
operator. Denna operator opererar pa tvad olika spinn funk-

, tioner ochrér alltsa av typen (VIII:24). Detta skulle d& ge
spinndelen ay.oﬁeratorn. Rﬁmsdelen maste f&ljaktligen

ocksd vara en andra ordningens tensor och ges av klotytfunk-
'tionerna (VIII:.?). Ar alla kérn~kérn.avstéﬂd konstanta kan
klotytfunktionérna av vinklarna 8 och @ viljas annars dr

valet med dé cartesiska koordinaterna bitire. Vi har nu
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a2 a2
H = az(-1)3%*d atl (12)
q . -q q .
och det éterété% endast att bestimma konstanten a. Detta
gdres genom identifiering mellan (11) och (12). Om en sadan
identifiefing dr m6jlig verifieras ocksd riktigheten i an-

satsen med andra ordningens tensorer. Vdl] specialfallet

% _ -
T'5 5 "T(Df0°rij?' Ekv. {11) ger da
- n :Ll =
Operatorn 1 parentesen &r Tg i ekv (VILIIT:26) s& ndr som pa

en konstant. (12), (13) och (VIII:24,26) ger

2 .oi .3 712y | =3, 71 Ty L od 4]
ayg (31Z ian I°) = i Y3 Yj rij(I o1 —SIZ IZ)
_ 3
a s ~3 ﬁ Yy Yj Pij (14)

Genom ekvationerna (VIIL:24), (VIITI:26), (12) och (14) dr nu

Hamiltonoperatorn vid dipolrelaxation bestamd,

B. Kvadrupolrelaxation

Mekanismen bakom kvadrupolinteraktionen mellan omgivning
och kdrna &r svérare att intuitivt f8rsta. Har man val accepterat
att detta &dr en riktningsbéroende interaktion kan man kanske
férstd att n&r molekylen roterar induceras Svergdngar mellan de
olika spiﬁnivéefna trots att man inte har nagot magnetfidlt

associerat till interaktionen. Ovan s& pdpekas det att en kidrna
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kan ha ett elektriskt kvadrupolmoment och 1 avénitt VITI

sag vi att villkoret var att I>1 f6r kd&rnan. Ett kvadrupol-

moment vixelverkdr definitionsmissigt med-elektriéka falt-

gradienter, som alltsd representeras av irreducibla tensorer

av andra ordningen. Fdrstdelsen av att kvadrupolinterak-

tionerna paverkar spinnivderna underldttas kanske av att

det 1 avsnitt V papekades att existensen av ett spin hos ett

system,i detta fall atomkdrnan,dr intimt férknippad med att

systemet f8rblir invariant vid rotation av koordinatsystemet.
' ..deyz b : o, .

Det é&r inte gopuanqujeg att spinnivderna paverkas om man,

) . . . .. . . . 6|
har en kvadrupolinteraktion som 1inte ar-rotatlon81nvar1antc,Laf

rupol mpmenied 3 .
kvadrpo é%ﬁ?gggﬁ%eras av en ilrreducibel tensoroperator Q2 och fdit-

gradienten vid kdrnan dr tensorn Vz, Interaktionen ges av

2

q (15)

' 2
g(—1) Yq Q
Q2 4r en operator som 1 princip verkér pa alla interna kdrn-
koordinateqﬁch dr ddrfdr en komplicerad operator, men frdn
Wigner-LCckart tecremet och relationen (VIII:25) kan vi finna
den delen av operatorn som opererar pa egenfunktionerna till
L%‘ Eftersem dvriga kidrnenergier dr mycket hdga kan vi \f
betrakta det reducerade matriselementet <TI]|Q2||{I> som en
konstant. Alltsd kan operatorn Q.2 ergdttas med en annan operator

2

A® ginger en proportionalitetskonstant, Filtgradienttensorn

ges inte direkt av ndgon av ekvationerna 1 avsnitt VIII,
Beteckna

oV _ :
X5y ny ‘ (16)

och analogt f8r andra derivator. V dr den elektrostatiska
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potentialen och det &r underfdrstatt att derivatan tas vid

Kdrnan. Man har vilket gdller alla skaldra funktioners

andraderivator gor Vnk“

Vi, = /20 =V E o 2iv )
2 —

Vig = 30V % Vo) (17a-c).
2 _ V86

Vo = 7 Vg

Hamiltonoperatorn ges nu av

B =g (-9 v a? (18)
-9 9
q _
Proportionalitetskonstanten  har egentligen mest kdrnteo-
retiskt intresse. Den d&r

S |
B = T (3T-10% (18)

eQ kallas kdrnans kvadrupolmoment.
De olika numeriska konstanterna i (17) och (VIII:25) kan
skifta fran fédrfattare till fdrfattare och man mdste vara

f8rsiktig ndr man ldser andra arbeten.

C. Spinn-rotation vixelverkan

Att relaxationen som dstadkoms av en spinn-rotation
vaxelverkan,kan vara av betydelse fbreslogs f8rst i bdrjan av
“1960-talet. TIdén dr att till varije impulsmoment J£0 4r asso-

cierad en magnetisk dipol, som ger upphov till ett magnetfdlt,
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som.i sin tur vixelverkar med kdrnspinnet. Fér de allra
flesta molekyler, med undantag f8r Svergdngsmetallkomplex,
gidller att elektronerna har nettoimpuls moment noll varfdr
deras rdrelse inte ger nagot bidrag till relaXaﬁionen. Fép
en molekyl i gasfas gdller ddremot oftast att den har ett
nettoimpulsmomeﬁt &. Det &r detta‘férhéllande som utnyttjas
i mikrovagsspektroskopi. Det magnetfdlt B molekylrotationen

genererar vid kdrnan skrives ofta

-+

..+ . .

I

ad4r C dr en symmetrisk (C_ «) kartesisk tensor av typ

C
¥ Y
(VIII:1). P& samma sitt som i avsnitt VIIJ kan den skrivas
som en summa av en nollte och en andra ordningens irreducibel
tensor. (20) kan nu skrivas med standardkomponenter av
2 1

. . 1_.0
irreducibla tensoreriB'=c® Jd + 1 ¢ J <2 2 > i
| T a q aq a, “a, 1Q1q2| 11q &Q)
1722

'Deﬁ fbrsta termen i (21) kommer frdn den skaldra delen av C

och C° = %Mrr C (22). Den andra termen har ett mer komplicerat {
utéeendé och den tjdnar enbart som en illustration till hur

man med hjdlp av Clebsch-Gordon koefficienter kan bilda
standafdkomponenter av en tensor genom en proéukt av tva

andra, Tidsvariation i g kan nu astadkommas Pé tva siatt.
Eftersom C dr konstant i ett molekylfixerat kecordinatsystem

ser man fran (21) att en omorientering av molekylen skapar

ett tidsberoende i den andra termen. Dessutom &ndras bade den
forsta fermen oqh den andra om molekylens impulsmoment }
dndras. Hirledningen av spinn-rotations-interaktions-tensorn

C &r komplicerad. C i1 nidra relaterad till den paramagnetiska

skifttensorn Gp och kan hdrledas med samma metoder som pr
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Man vet alltsé étt ndr cp ir stor dr C stor av vilket f@ljer
att spinn-rotations intefaktionen ir mer betydelsefull for
fluorkdrnor én‘fér protoner. Begrdnsningen till gasfas gjordes
ovan enbart fér begriplighetens skull och dr inte nddvéndig.
Aven. i vatskor kan spinn—rotationsinteraktionen vara betydelse-
full. P& grund av den starka Véxelverkan_mellan molekyler

i vitskor behdlier en molekyl sitt impulsmoment endast mycket
. korta tider och korrelationstiden fér spinnmrotationsinter—
aktibnen blir kort. Héjer man temperaturen blir vdtskans upp-
“férande mera gaslik, interaktionerna mellan molekylerna blip
relativt sett mindre betydelsefull, ocgg?idSONen molekyl har
ett visst impulsmomeﬁt Skar, vilket medfdr att korrelations-

_ tiden Bkar, Vixelverkan mellan kirnspinnet och magnetfdltet B

4r pa& vanligt satt

M 11
H=1.B=13 (-1%1 B (23)
g -q q

och interaktionen ges alltsd av en fdrsta ordningens tensor-

operator i kdrnspinnet.

D. ﬁvfiga relaxationsmekanismer i'vétékor

F8rutom de tre 1 detalj behandlade relaxétionémekanismerna
finns det naturligtvis andra. En av dessa dr relaxation genom
anisotropt skift. I den statiska Hamiltonoperatorn upptrdder
skiftet‘soﬁ en konstant eller med andra ord som en tensor av
nollte ordningen. Detmfinné dock skifttermer som dr tensorer av

hégre ordning och som vi sett ovan ger dessa relaxation. Ordet
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anisotrop dr 1 detta sammanhang synonymt med icke skaldrt.
Anisotropin i skiftet gdpr att det effektiva faltet vid
kérnan dr beroende av molekylorienteringen och ndr molekylen
snurrar far man ett tidsberoende magnetfdlt. Denna relaxa-
tionsmekanism skiljer sig fridn de tidigare behandlade i det

att om man fastlagt magnetfdltets riktning sd dr interak-

tionen pd& grund av de anisotropa skiftet ej rotationsinvariant.

Detta helt enkelt fOr att skifttermen ju dr magnetfdltsberoende.

En lustig konsekvens av detta dr som Pyper har papekat att vid
relaxation pa grund av anisotfopt skift blir aldrig T,=1,.

I stdllet dr vid snabb molekylrotation T1/T2 = 7/6.

i ndrvaro av oparade elektroner i molekylen kan en rad relaxa-
tionsmekanismer fdrekomma. Den mest bekanta &r den vanliga
dipolrelaxationen som 1 A. Det dr dock ibland sd att elektron-
spinnets relaxationstid &r mindre &n korrelationstiden f&r
molekylrbrelsen. I detta fall dstadkommes def tidsherocende
magnetfdltet av spinnrelaxationen. Haf man en skaldr koppling
mellan elektronspinn och kérnspinn H=A ;-; kan man pa

samma sdtt tdnka sig tidsberoende i S, Kopplingen dstadkommer

ocksd att kdrnspinn och elektronspinnivder i en viss liten

utétrackning blir blandade. Fbér I=1/2 och S$=1/2 har man @mrth5wmq

g I

l+1/2, +1/2>
8l+1/2, =1/2> + a|-1/2, 1/2>; o = & A/(ug=a))
Bl-1/2, +1/2> + a|1/2, ~1/2>3 8 = (1-a®)1/?

XU R

=172, =1/2>
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Omrnu elektf@nspinhet relaxérar mycket snabbare dn kdrn-
spinnet fas hﬁvudsakligen‘évergéngar mellan nivd 1 och 3 och
mellan 2-och 4, Dessa 6§ergéngar representerar dock éndringar
 i kdrnspinn 1 en utstrdckning av & och dven ome{ &dr litet kan
6§ergéngarna ge relaxation av kdrnspinnet om elektronspinn

relaxation &r snabb,

VXIII. Olika relaxationsteorier

Under de fdrsta kdrnresonansexperimenten framkom mianga
6verraskande resultat. Ett av dem var att resonanserna frén
vétskeformiga prov vanr mYcket smalare 4n de lokala f&1lt man
visétg fanns. Den fprsta forklaringen till detta gavs av
Bicmbefgen, Purcell och -Pound 13%48. De betrakfade en dipol-
vixelverkan mellan k&rnspinnen som en sﬂjaningstepm och be-
rdknade T1 genocm att beétémma 8vergangssannolikheter med
vanlig andra ordﬁingens stérningsteori. T, bestdmdes pa ett
ndgot mindre tillfredsstdllande sdtt, ty f8r detta fall kan
inte ett enkelt 6vergéngsSannolikﬁetsDesonemahg genomforas.
Aven om BPP-teorin i sin férsta utformning hade vissa svag-
heter forklarade den pad ett tillfredsstillande sdtt de experi-
-mentella resultaten. Alla senafe utformningar utom en har byggt
pd de grundldggande principerna i BPP-teorin., Undantaget ut-
gérs av en teori.presenterad 1 en serie arbeten av KuboJTomita
och Anderson 1953-54%, Dessa utgick fran-en teori om stokas-

tiska och irreversibla processer, och utvecklade den pd ett sitt
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" som belyses i ett speciellt avsnitt senare. Den pa téthgtsmatriser
bas;pade formﬁleringen‘av relaxationsproblemen introducerades
av- Wangsness och Bloch 1953._De£as feori kiarlades av Redfield
1955} Senare har féljt-formuleringar i ndgot olika skepnad av
Hubbard 1961 och Abragam i hans bok 1962. De senaste tillskotten
haFrgivits av Hoffman och’ Pyper st:béda har anvdnt sig av
superoPeratbrer i sina formuleringar. Aven om alla dessa.for-
'mulefingar.har véldigt mycket geménsamt anvidnder de sig‘till
en Qiss del av sina egna begrepp cch beteckningar, vilket g&n

Catt det inte alltid récker.étt bara kédnna till en av dem om man
vill f6lja med i litteratﬁren. ﬁéssutom dr de olika formulering-
arna ofta olika lampédé {far olika problem, vilket gdr
det nyttigt att ha en Sversikt.

- BPP-teorin komﬁér inte att behandlas i detalj, men def kan

- vara av Qisst historiskt intresse att se p& huvuddragen i
teorin. I originalartikeln behandlades enbart dipol-dipolrelaxa-
tion. Denna dipol—dipol Qéxelverkan behandlades som en tids-
beroende stérning dar Hamiltonoperatorn delades uppii
H = A+B+C+D+E+Y | (1)
som finns beskrivet hos Slichter, Carrington;McLachian och
P. Pyykké. Denna 'uppdelning 4r for Svrigt bara ett ndgot fér-

Cdackt  sact att dela upp H i produkter av komponenter av irredu-
cibla tensoroperaﬁorer. A+B svarar mot q:Oloch C och D mot
q=%t1 och.E och F mot gq=f2 1 (XII:7). I ett fast prov ger eﬁdast
termer med qie bidrag till foérsta ordning i1 stdrningen, ty
endast fér dessa termer d&r matriselement <m[Aq[m>#O (2)

“Uppgift 1. Varfor?
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R8r sig ddremot omgivningen fds relaxationseffekter. Med
'aﬁvéndande'av andra ordningens stdrningsteori visas att
stofléken_av tidsberoendet.beror‘av spektraltdtheterna J (W)
‘hos réreiSen. Ar nu J(wo)roch J(2w_ ) # 0 ger termerna
C, D, E och F att sannolikheten PAm(t> for gvergdng mellan
olika spinntillstdnd blir &ndlig. Detta innebdr ett energi-~
utbyte med omgivningen och alltsd T, relaxation. Man kan
inte anvinda sig av enkla évergéngssannolikhetsresonemang
f8r att erhdlla linjebredder. Detta pad grund av att en
dndring i magnetiseringen vinkelrdtt mot magnetfdltet med-
fér inget energiutbyte. BPP pésfod att orsaken till linje-
breddning kunde delas upp pad tva olika bidrag. Sekuldr breddning,
30w 0Csaladdes av AR, och lustidsbreddning eller Hevsenberg -
breddning som orsakas av att termerna C, D, F och F ger en
begréhsad livstid &t varje niva. BPP lyckades ocksd visa att
omgi?ningens rérelse hade den effekten att bidraget i linje-
bredden frin A och B reducerades med en faktor J(0) jimfért
med fast prover. Det vaf egentligen detta resultat som var

. . <o ar . .
det viktiga och nya. M&jligen en svaghet 1 -teorin 4r att for

J(0)=J(w)=J(2w) (4),vilket vaniigen gdller f&r vdtskor far man

.%.—_ = %— (5) och
1 2 '
1 i "
FR— S o S v (6)
27T S L
1 T2 'I‘2
ddr T/TZS betecknar den sekuldra breddningen och 1/'1’2L livstids~

breddningen. Likheterna (5) och (6) &r fér sldende for att
vara uppkomna av en slump, vilket den fysikaliska bilden bakom

BPP~teorin antyder..




XTIV Abragams formulering.Dipolrelaxation.

Abragams formulering av relaxationsteorin utmérker

sig av att den enbart anvédnder sig av operatorekvationet,

Man 18ser aldrig ut nagra enskilda matriselement i tdt--
hetsoperatorn,utan man berdknar vdntevidrdet av ‘en obser—
vabel Q genom att bilda'Tr(g Q) och sedan se hur detta

. uttryck varierar i tiden.Fdrdelen med denna metod &r

- att den 8r relativt sett enkel och att vintevdrdet av

den makroskopiska storheten erhdlles direkt.En, brist
4y att metoden inte dr helt generell.Den fung-

erar bra enbart ndr T1 respektivé T, dr vdldefinierade.

Vid icke exponentiell relaxation erhdlles inga direkta

resultat.Relaxationsproblemet innebdr ' . att

séka vintevirdena I > och 4;1;:} och deras tidsbe- '

roende. Tag som exempel
<I > = To(QT_) = TP(QI[ ) ty IﬁrI (1)
Z gg z ? z Tz

Det sista i enlighet med (X:17,18).Detta inses ocksa

av att en 8vergdng till det 1 xy~p1anét roterande koor-
dinatsystemet inte bOr paverka vektorer i z-riktningen.
Tidsderivering av (1) ger

Q(I\) —gTr(g"‘I ) = Tr'@_g I ) : (2)
b't- ! R

Fran (X: 26) kan man substltueﬂa viardet pa Qé?(t) .Detta
ger ett uttryck,som innehdller spadret av en komplicerad
kommutqtor.l‘ménga fall kan man visa att denna kommuta-

tors vidntevidrde &y proportionellt mot Tr( Qf(t)lzi och

man -far i s& fall en ekvation

- L : X R ‘
%é;b = konstant Tr(g(t)lz) = -“l/T1 <Iz> (3)

Detta uttryck skiljer sig ndgot fran det frdn Bloch-

ekvationerna vidntade
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%%IZ) = =1/, (LI, - <I, )' (4)
dir L(Izjb 4r jidmviktsvirdet.Detta illgstrerar en all-
varlig svaghet i den halvklassiska formuleringen av re-
laxationsteorin vi har anvdnt.I och med att omgivningen
rérelse behandlas helt klassiskt framkommer det inte pé
ett naturligt sdtt att dvergangar i spinnsystemet med
<bm:+1,2 dr nagot-mer sannolika in dvergangar med
Am=-132 s& att relaxationen verkligen sker mot det
termiska jdmviktsvirdet.Fér att rdda bot pd detta ersit
ter man Sverallt E?Ct) med éﬁt)- ST (5)
ddr Qq star £ tdthetsoperatorn vid.termisk jdmvikt.
Detta 3r ett typiskt ad hoc¢ antagande,och genom att be-
handla omgivningen kvantmekaniskt far man ekvationer,
som helt motiverar substitutionen (5).

| Efter denna Oversikt dr det dags att gé-hipé konk-

reta rdkningar.Med substitutionen (5) och. (XI:2) i (X:26) ¥is

5(912;% - D (=1)P* [{?ﬁt) Sp) »Apn]Ags |

pPaqrs

exp{i(W +b.)qs)t) JG__ _ (T)exp(-&-im ?:)d't’ (6)
O
Med ortogonalltetsrelatlonerna (XI:18) kan en forsta

forenkling av (6) ernas Wstrecket dvee g uheldimnas hiir ech § fortuatlninges)

& *
o (MT) =“Z [[_(Q(t)-@T),Ap;l,A_pS]
. &k prs : o> |
- . p . L
exp(l(&zpr+(0_ps)t)(—1) J’Gogﬁf)exp(lcﬁp;t)dqr (7)

* * & [T} ] 9 o
Studeras nu dndringar 1 Q (t) Gver tider At sa langa
att approximationerna i avsnitt X gdller,dr faktorn

exp(i(tupp-i~ h)_ps)t) | | (8)

en sa s%_bbt oscillerande funktion att medelvdrdet dver ot
" 1/At jz&

, exp(i(wprj- b.'l_ps)t)dt : (9)

7€




dr noll om ej bopr:“ QLPS ,v1lk?t med jadmfdrelse 1
(X:23,24) gersatt s=-r o : ' (10)
P det_fall V>Oi:spooj=i (X:23,24) gdller inte denna

slutsats,men i_det fallet ér'summeringsindexen r -ochs

Sverflddiga.(7) blir nu
oy ST ot 43P
dgtvr-op =3 [[(gw-gp.a Lo, | 0¥,
R ag pr - :

feGOcTJexp(ﬁwwmd"{ | an
1ntegralen o N
é[Goo(i3exp(i'wbrTUd ;'j64¢br) '.‘12)
dr pa grund év deﬂ exponéntiella faktorn ett komplext
tal.Man ser fran (2) att kommande manipulationer utifrd
(11) enbart innebdr aft ta‘spéret Bver épinnvariablerna
ogh att j&bﬂp ) blir en konstant,som mul ipliceras med
hela tiden.En mer— ingdende analys visar att det 4r en-
bart den reella delen av jGiﬁPr) ,som ger relaxation.
Den komplexa delen motsvarar ett litet andra ordningens
skift.Det eﬁklaéte sdttet att eliminefa de komplexa de-
larna i jG*Qpr) ir att utstridcka den nedre integrations
grinsen till - @0 ,ty da tar de imaginéra delarna ut
varandra,Detta pd grund av att G(T) &r reell och en
j&mn funktion 1T (XI:5).Man ersitter (12) med

172 jeoomeypclw DAT =102 Tp-Up ) ()

i ekvation (11).Detta Hr korrekt endast sd.linge

[D@(r) Q) sh el Apz] [Egm Qo) Apr] . (14)

ty pa grund av att u’pr t{p_r fas
JGUO("C’)exp(lw TYAT = fGOO(T‘)eXp(lw P'E)d‘?:” (15)
e RN

(14) och (15) ger att bidragen till(11) dr lika stora

Z




fér (12) och (13).G4ller inte (iu) sé innebdr éubstituu
tionen av (13) en introduktion'av.en komplex term.Far
vi komplexa-termer;nér vi senare berdknar kemmutatorer
av.typ (14). ,sd vet vi étt dessa dr artefakter ,som

kommer av'appféximationen att érsétta (12) med (13).Ap
dessa komplexa termer smd s& kan de bara negligeras,drn

de stora far man se upp.Ekvafion (11) blir nu
X ~ _ \ _ p ) o+ | - “A . -
. d (}E&(tl_ugrr)-“?;( 1) [E?(t) QT),API],A_PmP Ty ewee) (1)

Det papekades i iﬁledningeé till avsnit&et att det
dr i och for sig 1nte tatnetsoperatogns tzdsvarlatlon
vi 8p intresserade av utan tidsvardationen i fysikalis-
ka observabler,Ldt en sadan observabel representeras av

en operator Q.

Q> = Tr(g Q) (18)
Q) =2 Tr(QQ) = Tri@Q Q) (19)
3P ~daeisw < mgec _
> = Tr(g) = T © | (20)
g:g_f‘<qk> a& @ & - :

Genom att multiplicera (17) med Q och ta sparet fés

i T N Xad ¥
| bggg) :-1/2%,P(-—1)pJOQ(-LOpr)Tr([_&g(t)-—?T),ApP ,A_p__l']q) (1)

Det géller fér spar att de dr invarianta vidAen:cyklisk
permutaticn av en produkt av operatorer

Tp(ABC) = Tr{CAB) = 1 v AlH) ' (22)
Exempel 1:Bevisa Tr(AB) = Tr(BA) o (23)

Lésning: Tr(AB) = (AB) E;AHPBP EngnAnp:E;(BA} p:

=Tr{BA) Q. E D, A np betyder <@ \A\@> dar{@]jar en bas,
Exempel 2:Bevisa Tr%iiﬁ.é] Q]B) Tr([[b 5] Q]A) (24)
Lﬁsnig&:Tr([[ﬁ,é},é]D):TP(ABCD-BACD-CHBD+CBAD)3TP(BCDA~

—CDBA—BDCA+DCBA>:Tr([p,&]BA—B[P;é]A)=Tr({[D,€]§]A) VSB:
_ g0




(24) i (21) ger

b 5% o s oy B
:-1/22( 1)PJ00 *wprﬂ([_[,@ A »- o ,Ap;l> (la. Y. P] 1‘}

Tidsderivatan av£d$ ges hir av en summa dver en’kons—
tant multiplicerad med vintevirdet av en kommutator in-
néhéllande‘Q.Ar nu observabeln Q och relaxationsmekanis-
men givna &r det bara ett tekniskt problem att berékna
kommutatorn.Ekvation (25) dr den grundékvation Abragam
anvander f8r att behandla specifika relaxationsmekanis-
mer.De sista stegen fram till érhéllamdet av en relaxa-
tionstid kommer hdr att illustreras med dipolrelaxation

Vill man berdkna T1 sBker man en ekvation

d4I.> =-1/T Ly -y , | (26)
"3 i- 7 .
I (25) 4r det da bara att ersdtta Q med IZ i enlighet

med (1).Eftersom man vid dipolrelaxation har minst tva
spinn 1 och j ndrvarande dr det inte sjéinlart on IZ
dr I;+Ig ,I; ellerAI; JAr i och j] identiska spinn kan

i ] . o -
enbart IZ+I; observeras och det dr vdntevirdet av denna

e

observabel vi vill berdkna.Ar a andra sidan Lﬁoitﬁ%j S
att i1 och j kan observeras separat &r det meningsfyllt
att berdkna véntevérdena(fi) och <I1j> separat.Dd det
‘senare fallet dr merrgenerellt &n det fOrra ges hdr den
mera allminna hirledningen.l grénsenrdé £noi:zubj Bver=
gar de tvd fallen i varandra.Da operatorerna_Apr finns
i (X:22,23,2ﬁ) éferstér det endasf att berikna vintevdr
det av kommutatorerna i (25),P& grund av (1u4) rdcker
det att berékna termer med pzo,i,Q}Berékningen av kom-
mﬁtatorerna dr principiellt enkel men fekniskt nagot

kladdig.Rékningarna genomfdres har £or exgglets skull,

@5)




] ] I 13 [ ,I]ﬂ 1113 -
[I+I§r,l IJ L_, 11313 +Ilzl[ _]

=
r"""!

111

=21 (132+I§2 1(1%1;—1;13>)+213c1 I, 241 (IXIy I;I;))-

:21;c1i2+i;2>+213(1; +1;25 | @D
H[[Ii,;\ﬂ] ,A_1_a :‘{{zi, IiIg] ,zfii] E+I%,I I] [E[i*,xlgj Igﬁ
z-ziilzz o - c (28)

(_ q[\—?f JA 1_3 = Ii,IiI} '._,IjZ‘I?-_ =0 (30)

U__ ’Aoé’ Ufz’ U: I 13] I%_ =0 | (31).
gyl lrt B AR 3 S R BRSSO
3 Q\!{[[IZ,AO,J,AO&H-L[IZ,I+I_ ,1_1;] = [I+IM,I_IJ

L3p3 g ipittyord (dapiordy—ord (rlariort
2(IZI_I+ IZI_I+)—ZIZ(1X+Iy IZ) QIZ(IX+Iy IZ) (31)

D& nu kommutatcrerna #r berdknade Aterstdr det att ta vién-
. tevdrdet av operatorerna.Vid denna berdkning dr det lamp- -

ligt att anvinda £8ljande approximativa samband:

iy ety Gy (32)
2 I\ ? ’ _

Tod - <Iy>-<IZ> = I(I+1)/3 | ~(33)

<115 = <14, =0 - (34)

(32) &r korrekt sa .linge i och j inte é&r kOpplade.(SS)

féljer av att'IQ=Ii+I§+I§ och av att hég temperatur relativl

Zeemanénergierna rader, (34) f6ljer av att spiﬁnet i olika

vinkelrdta riktningar &r oberoenae éé lidnge andra ordning-

ens effekter férsummas.Méd hdnsyn tagen till (32),(33) ,och

(34) blir vdntevdrdena av kommutatorerna (27)5(28) och (31

(1(21;(13{2&32)«&:1/212@?{%1;2)} =(Ii>1j(15+1)/3+<Ig>.1i(1i+lyg (35)

arortnd?y = oGRS Tl se | (36)

‘(1/121_3;(13;24-133;2)—1/1212(1?@2}2»:1/5(13;51:"(13'”)—1/6(12)-
(L) @7

K




En suﬁstitution av (35),(36) och (37) i (25) ger
c)<I » =-((IZ> 4Il> I (1 +1)/6(1/6J(b910 W g )+1/2J(M. )
+J(w oF Wig))- &ady- ~ady Hrtatenseaw, o+ Wyg)=d (0 ;-1

(33)
(38) kan - skrivas som
awgzzs :-1/T Lot > &t DR 1/T13c<ﬂ> <IJ>> o (39)
e -
11 3,43 - _ ‘
DT /68T (W = W) #1/20 (8 DRICW e W) (§0)
i3 4,4 L _
TPTEITITH /BT g+ Wy )-1/80 (W5 W; )) (41)

Genom ett symme_triskt utbyte av i och j i (39),(40) och
'(41)‘kan man erhé&lla analoga ekvatioﬂer fér (Ig> . Genom
att'édderé den t111(39) analpga ekvationeﬁ fér {Ig> med
7(39) far man enlekvation fﬁr'tidsberoendét av <Ii+12> .
Visserligen gdllexr hérlédningen ovan enbart da iﬁioﬁhdjo’
men en enkel rdkning visar att resultatet inte paverkas
‘om man tillater kQi0=wjd.f"dljande formel fas fbr identiska
- spinn 1 och J
o (Ii+-zj> :bCI 5 :-J/T (<I>-{11\-¢j - (42)
1/T ~I(I+1)/6(1/2Jﬂb J+2J(2 W, )) ‘ , (u3)
I vitskor galler normalt att spektraltatheterna J (D)
dr oberocende av frekvensen_v1d UJD.Da-ar
JC0)=d(W )=0(2 W )=22, - (44)
- Ndr likheten (44) giller sdger man att man har "extreme
naffbwing"pi évsnitt XI sag vi att da é&r
| W,T, <L 1 . - (45)
ISy att finna ett detaljerat utryck for 1/T1 gdller det

"att bestdmma proportionalitetskonstanten mellan J(W)

ach J(W) ,Man har

B e An Gl e

7wy =%21/6 (3cos® -7 T(W) - (48)
_ 2_ -3 ' ' . :

O=3n yr s | (573

{«30526—:])2:1/&1'{’ ((9008461—-60082644)éiné'deﬁd?ﬂZL"/s’(LLS)
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Faktorn 1/4{ kommer frdn att a priori sannolikheten
V'fér en given orientering &r 1/¥W .Detta ger nu

H, 2 6,7~ -~ S
"1/T1 =1/5 Y’ﬁ I(I+1) /v (J(UJD)+4J(2QUD)) (ug9)

Ek&ationerna (38)~(43) 4r hidrledda for enbart ett

spinnpar,l en molékyl finns i allminnhet flera spinn
och de intermolekylira bidragen innehdller alltid fle-
ra spinn.Uttrycken for relaxationstiderna kan i detta

fall generaliseras genom en enkel summation &ver de

olika enskilda bidragen.Detta innebdr en approximation

om rérelsen hos tre spinh 4r korrelerad.Idr intramole-
kyldra Bidrag ér.detta egentligen alltid fallet,men
den approximation man gdr 1 en enkel summering &r ofta
ihte.allvalig.Det finns en omfattande litteratur om
relaxationen av profonerna i en metylgrupp ddr hdnsyn
tés till korrelationen i rbrelsen.

Ekvation (38) &r grundekvatlonen fér den experlmen—
tellt V1kt1ga Overhauser~effekten.Frdn (38) ser man
att genom att mitta j-spinnet kan man péverka‘i—spinnef
Om i och j &r samma spinn fas att 7

<1iz> ;_T}iu/TjiiJrq/Tﬁij? ﬁ;}o T (50)
vid stationdrt tillstand om 412) =0 ,Gi&ller (uﬁ) Br

1/T%i = 2/T§j - o (s1)
vilket ger att (Ii) och dirmed regonanSsignalén kan
dka med en faktor j,5.0verhausereffekten‘kah fysika#
liskt tolkas som att dipoikoppiingén gbp att de tvad
spinnen kan sagas bllda en enhet relativt omglvnlngen.
~ Denna enhet tenderar att vara i ja8mvikt med omgivning~
_en.Stérs det ena spinnet frdn Sltt jamviktsldge svarar

det andra med att motverka denna dndring sd att total-
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SPinnsystémet ndrmar sig Jédmvikt.

Nir nu T, berdknats &tepstar det att bestimma T,.
.TQ ar Pelaxétionstiden féf den i xy-planet roterande
magnetlserlngen Foljaktlzgen giéller det att berdkna
tidsvariationen av (I‘> och vi kan tilldmpa den hédr-
lledda formalismen direkt.Det gdller &n en gang att
expliclt berdkna en méngd kommutatorer,men eftersom
detta. tekniska problem'iééééé'ovan upprepas det ej.
._Resﬁltaten ges 1 stéllet‘dirékt och den som vili ha
6§ning i handskandet med kommutatorer kan genomféra
rékningarna Fér tvd lika spinn fas ‘
é(x L 3415 Sr, &S (52)
1/T %"ﬁ I(I+1)/?0/r (3J(O)+5J(Lu )+2J(2(ﬁ ) {563)

och fér clika splnn

<9_<Il§ ~—1/Tl {1 5» | | (54)

2.2
”Tz = Y; Y56 13(13“)/10/:@ cu/aJ(o)m/sJ(w I
KT 2T (L +20 (W o+ ja)) (55)

Génerallserlngen av T2 till interaktiéner mellan flera
spinn sker pd samma sdtt som for T1 Om“éxtreme narro-
wing" forhallanden rédder ser man ur (HQ) och (52) att
T, =T, .Denna likhet gdller ganska allminnt oberoende

av relaxationsmekanism.

Genom att gdbra en detalijerad delvis kvantmekanisk

hidrledning har vi lyckats att visa relaxationstermerna’

i Bloch-ekvationerna har den riktiga formen.Vidare vi-

sades att T,=T, for vanliga vdtskor.Vi har ocksa fatt

1
detaijerade uttryck fér relaxationstiderna.Den enda
okdnda parametern 4r Q:é.Genom hdrledningen har vi oc-

ksd fatt en fdrklaring till Overhauser-effekten négot

som Bloch-ekvationerna inte alls ger.
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Xv Téthetsmatrisformalismeq.Kvadrupoirélaxation.

Vill man ldsa relaxat§§£;pfoblemet*fér komﬁiiberade
spinnsystem eller vid icke expénentiell relaxation ger
Abragams formalism inga definitiva result%t.Det dr 1
stdllet nédvindigt att berdkna rdrelseckvationen fér.de
~enskilda téthefsmatrisélementen.Vénfevérdet a? en ob-
servabel fdr man sedan som en viss linjdrkombination av
dessa téthetsmatriselemént.Hubbard och Redfield har ba-
da utvecklat snarlika teorier enligt'dessa'linjer.Deras
slutekvationer &r identiska,men metoden att bevisa dem
skiljer sig néagot.Bevisen gdr att genomfdra om omgiv-
ningen behandlas bade kvantmekaniskt och Kklassiskt.Den
klassiska behandlingen lider av precis samma svaghet
som Abragams formalism.F8r illustrationens skull 1l8ses
hér problemet helt kvantmekaniskt.Varken Hubbards eller
Redfields metod kommer att anvdndas utan behandlingen
ansluts mera till den i avsnitten X och XIV. |

Utgd fran en Hamiltonoperator fév det totala systeme
spinn + omgivning(gitter)

“H = ﬁ(HS(S)+HL(q)+G(s,q)) - (1)
HS(S) verkar enbart pa spinhvariabler,HL(q) enbart pa
gitterkoordinater q och G(s,q) representerar k0pplingén
mellan spinnsystem och gitter.Det d&r denna term,som
‘orsakar relaxationen.Det kan kanske verka férbryllande
att ingen av termerna i (1) beror explicit av tiden.Det-
ta férklaras av att 1 en rent kvantmekanisk behandling
beror éldrig H av t.Hur fidsberoende termer épdé gene-
reras skall vi se nedan.

Tathetsoperatorn for det totala éystemet X dr av

oéndlig dimensionalitet,ty antalet egenfunktioner till
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H, dr inte dndiigt.Vi &r hu§udsakligen intresserade av
spinnsystemet,vilket g&r det ldmpligt att skriva K som
ren direkt produkt .

A=€6Q ‘ (2)
dar & 4r té‘tthetsoperator’n fér gittret och g t&thets-
operatorn f&r spinnsystemet.Den direkta prodgkten be-
teck.nad med #® ,innebdr att om {Ql?l dr en bas till s

¢
" och {\Pj?I en bas till § sa ar{lcﬁi)k}fj)} en bas till
(‘i@g .Man har att dimX =dimd dimg .Rrelseekvation

en for tdthetsoperatorn dr pd& vanligt satt (IX:18)

%32 batg@Q:i[‘X,Hj :i[_é’@@,HS+HL+G]:i<$®[§,HSj

+i}:¢§ ,I§J®§+i[é®§’,83 | (3)
[&.5 ) =0 oen Lou T =0 | (1)
ty operatorerna i kommutatorerna verkar pa olika vari-
abler.l analogi med ekvationerna (X:2,3,u4) éer vi att
en transformation till vdxelverkansbilden med

’X(t) exp(l(ﬁ +H )t)ﬁlexp( J(H +H )t)—
uexp(lH t)dexp( iH t) exp (iH t)Qexp( ~-iH t)*é(t)@(t)
fOrenklar (3) avsevdrt.
g;;é(t) = Lf@(t)] (6)
(6) dr helt analog med (X:4)},och dr en exakt ekvation.
Det dr nu dags att bdrja approximerandet.Vid experimen-
tellt rimliga temperaturer dr spinnenergierna en mycket
ringa del av systemetls totala energi.Detta gbr att foér-
dndringar i spinnsystemet pdverkar omgivningen mycket
litet.Ar ddrfor gittret initialt i Jj&mvikt f8rblir det
sa under kdrnresonansexperimentet i mycket god approxi-
mation.

6¥ é%,: exp(—HL/kT}/Tr(exp(—HL/kT)) (7
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O D X
ty HL kommuterar med sig sjdlv.(6) &4r en rdrelseekvation
f&r det totala systemet,men vi observerar endast i spinn=
systemet.Ddrfér f8rlorar vi inte sd mycket vdsentligt om
.Qi i (6) tar medelvirdet Sver gitterkoordinaterna q ge-

nom att i (6) ta sparet Sver g.
mcll =3 (ﬁ@@)—og%w (S8 )E}j@g 891> =
=§é< <§<q\<§T\q>)g>>: %‘i‘l‘&ﬂ@)g : §<qt6th>3§ %9 @)

tyr Eq:(qRSTIQ> :{(qlexp(—HL/kT)lq)/Tr(exp(-HL/kT) = 1
(6) kan da skrivas ' |

g«:) = iTr (['x,ectﬂ o (11)
(11) kan approximeras pd& precis samma sdtt som den mot-
svarande ekvationen i avsnitt X.Enda skillnaden dr att
ensemblemedelvardet_ér ersatdmed Trq.Den med (X:13) ana-

“loga ekvationen blir
& 7 # % i
DG (t)=- jwqc[[j(ct),e(t—fw],e(t):[ a? (12)
ok - ‘
ddr samma approximationer.som i avsnitt X gjorts.Analogt
med (X:1) krdvs det att G 4r s5& definierad att T&Eéf@)=0
G kan pd vanligt sdtt skrivas som en skaldrprodukt
av tva tensoroperatorer
6 = & (-D"E__(Q)A (s) (13)
F. opererar pad gitterkoordinater och A pad spinnkoordina-

cter, (13) 4 (12) ger
(2]

& A %
o “(t)=—§: (-1H™R e ( (t),F__{(t-T)A (t—T’]
2¢" ()= S bt evi een ]
& o o . '
Pt o ] ) (14)
* Redfields och Hubbards metod gdr nu ut pad att hirle-

da robrelseekvationer fdr matriselementen av tidthetsope-

: £ o : .
ratorn Q .50om bas anvidnder man da egenfunktionerna -

2%




till H .Dessa betecknas sa att W dr det motsvarande egen=
virdet =~ - H la«) o 1=y (15a) -
och p& motsvarande sdtt for gitterkoofdiﬁaterna |

- HplaY = q(D | © (15D)
Ta nu matrise'lementet‘{"’(!aa (='> av (1u)

Nl ' :
OIS - Z, (~1)m_+“_fz'<q\<o< ‘[,.BT@’Q ,exp(iH (£-T))
X
F_exp(- -iH, (t- T)exp(lH (t-T))A expl- -iH (tJ?)i]

,exp(1H tIF exp( ~iH t)exp(lH t)A exp( -iH t]bg)hbci OEJ
Eftersoﬁ operatorerna F och A dr oberoende av t 11gger
hela tldsberoendet i det vanstra ledet i de exponenti-
ella operatorerna Dessa operatorers verkan péd babfunkn
tionerna &r 1i p%ﬁcip kidnd enligt (15),vilket gér att man
kaﬁ berdkna tidsbercendet i (16).Pa grund av de komﬁlice»
rade uttrycken &r dock berdkningen tekniskt besvidrlig.

Det dr dirfér ldmpligt att fdrst géra berékniﬁgen for en
typisk term i (18) éch sedan generalisera.Fr ett givet

m och n 4r den fdrsta enkla produkttermen i (186)

%)
j < |@{6T®g exp(iH (t—T)F pexp - -i (t—‘?))exp(lH (t-7)

@
xp( ~iHg (£-T))exp (AH{ t)F_ exp(-iH [ E)exp (iHgt)A exp(- ﬂii)F%>‘$yJ@1

Jikgltf exp (il (t-T))F_ exp(i; OIF nexp( -iH t)lq}

(%(Iexp(lH (t-T))A exp(iHg A Lexp(-iH t)k&}c12’ (17
L&t oss nu berdkna vintevirden Sver gitter och spinn-
variabler i (17) separat.

Zé <o Gpexp (il (£=T)IF_ exp (il TIF_ exp(~iH; t)qd =

z <q|&Texp( —iHL@‘F_mexp(iHL‘t’) r_\ qp=Tr( éTF_m(-SZ') F_0 ( 1§)

(18) dr just den kvantmekaniska korrelatlonsfunktlonen 53—

dan den definierats i (XT:15,16).(18) ger ocksa en fdrkla-




ring till att definitionen valts just sd.Enligt (XI:17)
méste n=-m f8r att G.inte skall bli noll.Det rdcker ockséd
aft.berékna‘korrelationsfuﬁktionen £6r n=ﬁ=0 ty de andra
korrélationsfunktionerna haf samma vdrde.Vdntevdrdet &ver
spiﬂnvariablerna i (17) ger

.<§<lg exp(lH (t-TA exp(lH TDA exp( -1H t)h& > =
S &I GIpNIA I IA \oc>e><p<1qw<)t>expclc[5—oo%> (9,
Il(18) och(19) har vi nu fatt ett vdrde pa en av de termer
1,(17),s0m man far vid utvecklandet av kommutatorn i (16).
Allmdnnt -gdller féf en dubbelkommutator
.EEA,B],C] = ABC-BAC-CAB+CBA (20)
Vi har berdknat den féréta,av termerna i (20).DE andra fas
genom en samtdig pérmgtation av operatorerna i (18) och.
(19) .Beroende pa om man haf en udda eller jamn permutation
i férhdllande till den férsta termen far man korrelations-

funktionerna G(T) respektive G(~¢).Infér beteckningarna

<c<]§&i§b>: szp ; <q<l'At{3>:‘(A &F' (21)
o ¥ == L) fexp{1 £l -
3_9:,( | % je( ~O) Geps (A et (A D exp (i (p=)tei(p-PT)d Y

fG(’&‘)(A L‘P QF’P (A_ )Maexp(l(oﬂfho( P)t+1([3—°<) -
G(-—’C’)(A )D‘P S’Ffb (A )[Wtexp(l(oﬁp—@( §Wt+1(0< P)md +

*oij(A—n)‘“r*(An)FP Qpid! exp(l(o{-[s)t+1§(3-(1)'£”)d 2

(22) har ett komplicerat utseende.Fdr att fd4 en ndgot bitt-

re’ overbllck kan man manipulera med summeringarna sé att

tathetsmatrlselementen kommer 1n som gpp'l alla termer.

9 Q,,df(t)-—zz (-1) QP{B (+)exp(ilet+E-ol-p)t)

n f4 p
<&<(§.E<A Yy A ’xw Iec ~Tyexp (i (Y-MITIAT- (A D (A e
ecfc)exp<l<@—c~>fmd~—<A Wbtp (Bl G(=Dexp (L-FITraTs
+5ﬂfpf§m_n>qpmn>w 6(TVexp (i (p-yTIad"). (23)




Den vidare fdrenklingen av (23) dr komplicerad,och niste
av_préktiska skdl hdr géras'approximativt.Av,éamma skdl
som i féregiende avsnitt kan man bergrénsé sig till att ta
'med\de'termer fér vilka eXp(i@X%Ptdip)t)=1.Denna qpproxi—
mation bryter dock samman ndr man har &verlappande linjér
i sitt spektrum,Vi har alltsa

‘m_p;q’_p’ - o (2w
Den andra och tredje termen-i (23) kan nu férenklas ndgot

sd att spektraltatheter erhalles Termerna 4ar

-T 07 gpp, (A b (A )ﬁqj@(?‘)exp( L e-pIT) o -
-% -nh 9@p CA_p b (A o<’ f@(fwexp( ST (28)

utan summering Gver .1 den sista integralen har en vari-

abelsubstitution gjorts.Ldter man summeringen &ver n ga at

Inieq ralecha ¢
motsatt hdll’'i de tva termerna forenklas/fEJ) till en spek=

traltathet _
~§Gp 2 (1™ A0 (A >p CIEe-m O (28)
déar spektraltathetenrdeflnlerats som i (XI:9).Pa grund av
att 6(T) # G(-¢) &r inte J(W)}=J(-W) ‘ut:;m i stédllet &dr
J(R)) = exp (AW /KT)T(-) . (27)
vilket vi skall visa senare.Det dr just likheten (27),som
gbr att sﬁinnsystemet i den f8religgande formalismen gdr
mot jAmvikt.I den fdrsta och sista tefmen i (23) kan man
- erhélla'spéktraltathefer helt enkelt genom att utstridcka
undre integrationsgrdnsen till - ©© P4 samma sdtt som dis-
kuterades i avsnitt XIV &r detta inte formellt korrekt ,men
faktety]

genom denna manipulation skiljerfut de

deldar av det totala uttrycket,som ger relaxation.(23) blir

¥ oo b .
%S)oéa((t) :‘Z Z. -1 ?:f(y (1/2 &P% (A )p'x (A_ )KQ{;J(PI'—Y)exp fﬁ;({b’*};}/ﬁ‘r)
. . _"*. ‘

o

+1/ 28 Z\;(A—n)“‘a’ (A Xgp T By exp (R (P-Y) /K1) = (A Lep (A e (ot

)

vof

p) Gs) |

T




Primtecknef vid summationen &ver P,ﬁ' anger att bivill-

koret (2u4) skall vara uppfyllt (28) brukar skrlvas

a%mt)- :% QW&)R‘M% N 28

Relaxatlonssupermatrisen R (fyra index) ges av
“Reoqat! Pp Z( 1) (1/2&.92(}\ Jnf X(A )g'ufJ(F K)exp(’ﬁ((& E’)/kT)

+1/ 2800 Z(A by (A )KPJ(['S y) exp (R (- g)/kT) -
~(A }x{s (A )(3 pJ (X - P) (30)

Exempel 1.Visa aitjzjgngKWxPp 0 vid termisk jamvikt.

Loésning:Vid jdmvikt ar gbp-<§ ‘exp(dhp/kT) Pa grund av

{(24) forsv1nner da alla termer for v11ka u<#d& . Om &= c&

fasi—v gﬁ[’b R"‘“F’% —Z exp(-'z”z(B/kT)RWFP ZZ( 1) (D(;gp 1/2:

_z(A )PY(A 2y J (B };)expwﬁwmmm&p (A_ )"Y(A Xy

J((\—pexpc-ﬁg/kfm- ZZ( 1) 7exp (/KDY (A dep (A_ Yo T 4= B)
:Z(—1)HZ(AnL«,\{(A_n)xokJ(d—K’)exp(-ﬁY/kT) -
—Z (- 1)“Z<A o by (A Dpogd @YD exp(~AY/KT) = 0

Det sista 1edet erh8lls genom att sklfta summaticnsindex
fran P ti1l K’l den sista termen.De tvd fdrsta termerna
gitrdes idenfiska genomn att &ndra pa ordningen vid summati-
onen 6ver_ﬁ i den ena termen,
Vi ser hdr att Boltzmannfaktorerna i R precis tar

bort Boltzmannfaktorerha i g' och att alltsa (29) och
(30) korrekt beskriver sysfemets strivan mot jémvikt;Upp-
komsten av Boltzmannfaktorer i R bercdde helt pa 1ikhetén
(27);som det_nu dr dags att bevisa.

J(w) = f@(%exp(—iwt)df (31)

- O
G(T? Tr(CS rexp (iH/’ T)F pexp (- lH‘?UF )=1/12 2:_ <q\exp(—H /KT
44449y
.exp(lHﬁf)lQé}{inP exp( iH T?\q%)<ﬁ41FD\q> 1/225 exp( zﬁkT)
d44

exp (i (q- RN CalFglabLa ) Folax - (32)
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Tnsatt i integralen (31) f&s oo “

J( o )= 'l/ZZ exp(’y/kT)KCi(FOqu}I fexp(i(q-q,];m)‘?)di"
A9 .
Integralen dr en representation av Diracs deltafunktion

och man far villkoret
q_q1:iw ' o : : (34)

"J(~U):1/ZZ exp(-hq/kT) <l F \q1)] 2 cg(q~q1+ W)=
441

'._1/22' exp(~fia; /KT \<a, | Pyl adl cS'(q,] gt ) =

_1/22 exp(-fig/kT)exp (i W/kT) \<q\FD\q,]§]- é(q—q1~w):
Q41 ,

-exp( /KT (W) Q.E.D. | (35)
(34) &r ingenting annat 4n villkoret att den totala ené%in
skall vara konstant En enebgivinst W i spinnsystemet mot-
svaras av en lika stor energifdrlust 4- q1 i gittret,ddr en
8vergdng sker fran begynnelsetlllstandet q till sluttiils-
tarndet q1.V1 ser alltsa att hela den komplicerade formalis-
- men tycks handla om det vi intuitivt trodde den handlade oim
Vid praktiska ri#kningar 4r det ofta ldmpligt att rdkna
méd en téthetsopefator,som énger aVvikelsen frén Jamvikt,
Fér rdrelseekvationen £8r en s&dan operator kan man ta bort
Boltzmannfaktofefna i R;Defta dr strdngt taget tillétet
férst vid hoga temperaturer. |
___,g,‘oe(t) Z glwgct)&mpp | (36)
= Retwcpp! = Z_c 1) 1/22c&p(<A Wy Ay )K&iJ(P’—B/)H |
F A Dy (A Dypd (B=))) (A ISV ol - 9% (37)
dir nu J(W)=J(-W)
Det dr formlerna (36) och (37) man normalt anvinder vid
praKtiska tillémpﬁingar.
Som en illustration av formalismen skall jag nu hdr-
leda uttrycket fér T1 vid kvadrupolrelaxation av en kdrna

med I=3/2.F8r icke "extreme narrowing" existerar inget Tj, g%




men vi skall se att vi dnda far ett uttryck foér M :s tids~
beroende.Vi sbker alltsa vdntevédrdet av IZ som funktion av

tiden Vid ett givet begynnelsevillkor,

<I) =Tr(QT, )= Z<mw ol §im mox’mm (I {nw > :Zsbmmg_
%‘mi gi ; 9 S)’1/2 1/2°? ? 9_1/2 1/2° 9 83/2 379 OSV (?3)

Detuéf har antaget_att den studerade kdrnan dr okoPplad

med andra kdrnor och med omgivningen sa att

€ HS = (QOIZ (39)
och de olika egenvdrdena ges av mW,.I fortsétiningen
rdknas energin i enheter av-ﬁlﬂo sd att dessa xonstanter
férsvinner 1 uttrycken.Nu ger (36,3?) ett utryck fér tids-
derivatan av vardera av de fyra diagonalelementen i (38).

P& grund av (2&) kopplar endast diagonalelementen med var-

andra.Detta gér att man kan skrlva i komprlmerad form

Q. = R 9 : (40)

dir @ 4r en kolonnvektor bildad av de fyra diagonalele-
meten i téthetsmatrisen,och RP dr en uxu matris,vars ele-
ment man fadr beridkna ur (37).Fran operétoferna‘(VIII:QS)

ser vi att matriselementen J(An%xﬁ i (37) 4r icke noll

endast da Mo ~Mg =N S (ut)
Detta ger direkt R?H Rgg-o De andra elementen i RD far vi

berikna explicit,men villkoret (41) underlittar rdkningarn
1131 (1/2“\ | -1/ 2> <~ 1/2\A_, 11/2>J(_UJd)—<1/2\A“1k3/2>

<3/2 [A1( 1/ J(w 0>+<1/2\A21-3/2><—3’f2\A_2\1/2>J<éu SE
=3I (43 +I(2 W) |

P& samma sdtt fas

-Rgg qu—e,(J(to )+ (2W )
“RY, TRY, 2RD RD. = S33(2w 2
'-R?S:R§1SRD 2R, ==30 (W )
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Detta kan sammanfattas méd«x:J(bJO) 3y =J(2 wo)

Ky o =X -3 : ) ' _
O .X-ui -4 =Y

~X -y X4y o - (17’%)
R:’_ —Y X0 ‘)i-tj .
Nu har man i princip m8jlighet att 1¥sa ut tidsberoendet
av de fyra diagonalelementen i tdthetsoperatorn.Detta &r
dock tekniskt besvdrligt eftersom man har fyra kopplade
differentialekvationer.I (38) ser vi étt det skulle rdc-
ka att ha tidsberoendet av (31- 92) och (sz 94) ty des

' sa bada storheter bestémmer‘{Ié) entydigt.Lat oss ddrfd

lésa ut tidsberocendet av (5)1- ‘32) ach (83_§4) ur (40,"‘%&_)
408,79 ,07 txi (8- 9,040 (@4~ §,)

4 : (43)
(37&( Q3 94)=(x+y).( Q3™ Q=] =9y

Ekvationssystemet (43) &r slutet s& vi har reducerat
viart problem till aft lésa tva kopplade differentialekva~
tioner,Ett sdtt att i8sa (43) dr att ;6sa egenvdrdena r
till.koefficientmatrisen genom ekvationen
(xty)-r (y=-x) _
1 (y-x) (x+y)-1r -0

r2~2'r,(x+y)+(x+y)2—(y—x)2:0 = ri=(x+y)f£y—x) (Ui
L&sningen till (43) 4r da

(g,i— 92)=a,{exp(‘:5Jfwo)t)-[-azexp(*BJ(Z wo)t) .

(9 379 )by exp(~6J (L)) +byexp(~6J(2W )t) (#5)
Konstanterna a och b bestdmms av begynnelsevillkoren.In-
satt i (38) fas

<I;> :1/2(a1+3§1)exp(fBJ(UJO)t)+1/2(a2+3b25exp(~6JC2kua)
Vid "extreme narrowing' &r J(bJD);J(2c00; och man far

ett exponentiellt avklingande avr(1£>.Ar ddremot
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J(W, YEI(2 W ) g&r avklingningen som en SumnRa aQ tva
exp0nent1a1funktloner.

Fén att fa en tolknlng av tldskonstanterna i moleky-
lira parametrar n&ste vi ha en relation mellian J(W). och
3?°°)-B§na relation &r lite svdrare att finna f&r kvadru~
polrelaxation dn for dipolrelaxatién.Orsaken £ill det dr
att i ett molekylfixerat koordinatsystem dr bade Fq och

¥,, icke noll for kvadrupolinteraktionen.

2 .
J(W)= FoF. J(W) | o (47)

00
G fas fran (XII g)

P =eQ/(2I(2I-DH)= eQ/B/’ﬁ ' o O (ug)

I (4%) skall. tensoroperatorn Fo,representérande den elek -

triska féltgradienten,beréknas 1 det laboratoriefixerade

koordinatsystemet Lty spinnoperatorerna har tagits 1 det-

ta system.Fdltgradientens huvudaxelsystem definierar ett
molekylfixerat koordinatsystem ddr féltgradieﬁttensorn;

komponenter blir enkla |
Vy,=1/20 -vyy):wzvzzm

XX

=\6/2v y Vi, =0

0" ZZ

(49)
Dér aéryﬁgkriparametern Y, inférts

R=ACNNELSYA (50)

I det molekylflxerade systemet 4dr

FO:Z

g 9 qO

7 3 N o 2
FoF q%jv Vg, Lo LDy 0(&)-1/5%qu_q =1/5(8/8V° 4

(Jb) | ‘ (51)

$1/uV ) )PR8T, ) -3/10\12 (1+ 1 °/3) (52)
ddr satsen (VIII:Sl) anvants.

" 2 2,0\
I(E0)=1/120(eQU, )" T+ E/DIW) (s3)
ry=1/200/) *C1+ R2/3)T( W) | | (54)
r21/2009) 2 1+ F/8)T (20 ) (55)
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’

Vg = (eQU, /8 \ | - (56)
(54) och (55) ger utrycken £8r exponenterna for {I;r 1S
tidsberdende.Har man begynnelsevillkoreﬂ kan man sédtta
in 3 (43) och (45) fér att f&.det explicita uttrycket
féf.tidsberoéﬁdet.Detta genomfgres inte héar. .
Ovanstaende hirledning far tjdna som en illustration
av hur man kan anvinda ekvationerna (36) och (37).Forde-
lén med tdthetsmatriselementmetoden framfdr Abfagams ope
ratormetod 4r att man alltid ndr fesulfat oberoende av

om .T existerar eller ej.En kanske viktigare férdel &r

r]
att man kan behandla komplexa spinnsystem.Den stdrsta
" nackdelen dr att man ganska 1l4tt hamnar i komplicerade

rdkningar.
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XVI Superoperatorer
I den senaste ﬁtvecklingen‘av relaxationsteorin har su-
.‘peroperatorer Kommit tiii‘stor anvéndniﬁg.Med hjélﬁ av
sadana operaforer kan man eiegant 16sa vissa problem som
"till exempel symmetriegenskaper hos relaxationssuperﬁatn
risen R.Med superoperatorer kan man §cksé behandla 1&jgi-
sam rdrelse 1 omgivningen fdr vilken den vanliga teorin
inte galler;Det kan ddrfdy vara av vidrde att kdnna till
grunddragen i teorin.Vanliga l&rob&cker ndmner inget om
superoperatorer sa av praktiska skdl kommer denna intoduk-
tion att inskrénkas till att -behandla de elementdra be-
greppen.Hela superopera?orférmalisman bygger pd en formu-

lering av kvantmekaniken,som #r en utdkning av den konven-
_ : ' \
¢ o

tionella teorin.
Allmdnt dr en superoperator.é en operator,som verkar
pa en"vénlig"operator X och ger en ny operator X~ .Strec-
ket under A markerar superoperator.
AX = X° ' : . (1)
Den vanliga operatorn X har i (1) givits vektorkaraktér
och X kan kallas en supervekior eller en vektor i

Liouville-rummet.En vanlig tillstandsvektor |¢> dr en

vektor i Hilbertrummet.X &r en operator i Hilbertrummet
men en vektor i Liouvillerummet ddr dd A &r en operator.
Detta kan inte utan skél synas komplicerat och risker fér
sammanblandning finns.I analogi med skaldrprodukten

i Hilbertrummet kan man bilda skalirprodukten i Liouville
rummet ,(Xle) - (2)

-

Denna skaldrprodukt ber&knas genom definitionen

~

(x1x7) = ro(x™x?) | (3

ddr hdgra ledet evalueras i Hilbertrummet.Férvidntansvir-
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det av en operator Q ges enligt (3) och (IX: I ) av

S 4QY = Tr(9Q) = (QIQ) (4)
Genom skalérprodukten’(3)'kan man introducera en bas
* {lU)k i Liouyillefummet sa att

, _ + B g ' E _

Exempel 1:Visa att operatorerna 1/ 1OP,1/V?<5Z,1/V§foJ
1/V2 Sy bildar en bas enligt (5} om Hilbertrummet spdnns

av spinnegenfunktionerna till spinnet 1/2.8 4r Paulis

spinnmatrisér:<$xz(? %3 6y=(g_é) Gzz(é_$) .
Léshing'?b(i/ﬁw‘1 )2)=1/2Tr(? p)=1 .Man ser ocksa ge-

nom matrlsmultnpllﬁatlon att 6 2 y -1op och sdleddes
9 5

Tr((1/{a<§ X.Y 52 ) )=1 .Vidare dr Tr(ingyaz);O sd att

Tr(1 )=0 .Genom matrismulti likation visar man
( Opé}(:YaZ . P

att for i#] dr TI‘(G é y=0 .Tag som exempel Tr(<x§y)
=Ty ((? a ( )) Tr (( )):O ,vilket avslutar beviset.
Har man en basg i Liouvillerummet kan en gddtycklig

vektor i detta rum skrivas som en linjdrkombination av

basvektorerna.
H .

dir koefficienterna ., erhdlles pa vanligt sdtt

cs = (U510 | N AR

Exempel 2:Betrakta tdthetscperatorn  som en vektor 1
Liouvillerummet och skriv den som en linjdrkombination
av basvektorerna i exempell .

Losning:Fér en partikel med spinnet 1/2 kan tdthetsocpe-
3 53 .Bildar man nu skaldzn-
0~1/¢jTr(1 590" 1/0”%r<9»~
:17/\r_](a+b) Wc _de ek Tr([ “) =a-b \J"'c _Tr(cs’ g}

:d+d"=_2Re.<d> ¥ \E‘cy:Tp( c';y ¢ y=i(d-dy==2Tm(d) .

ratorn allmdn”t skrivas g :(

pradukten enligt (7) fis c




ﬁn detta exempel kan vi se.att‘antalét oberoende

basvektorer i Liocuvillerummet dr lika med antalet matri$-
element i t4thetsmatrisen.Mera génerellt'kan detta ut-
tryckas som att om vi har n oberoende basvektorer i |
‘Hiibertrummet har vi n? oberoeﬁde basQektoredi Liouvil-
lepummet.Det'finns ett flertal sdtt att bilde.dessa bas-
vektorer.Har man basvektorerna{}¢i§§'i Hilbeértrummet dr
det foa praktiskt att bilda basvektorena i Liouville-
rurmet som {Iu%)ﬁ = g}@£><1@ﬂi _ ()
Har vi n stycken|@£> fis n? lu&) om alla kombinationer
i och j tas i (8), o )
Exempel 3:Visa att bésvektorena lHK) i (8) uﬁpfyller ( 5y
Lasning;gp(ux):l@i?{4ﬁj] sd dr (u*l:‘¢j>‘<@i‘ .Detta
ger Tr(U{UR) =Tr (\P;540;1 ¢ D¢ds =S5, 2Pnl @ @O >
88 Sk amn

Det &r ofta ldmpligt att transformera basen 1(8) si
att operatorerna i ﬁilbertfummet5som bildar basen i Li-
‘duvillerumﬁet,blir standardkomponenter av irreducibla
tensoroperatorer,Desasa komponegterlkan bildas med hjdlp
av (VIII:17).F6r en kdrna med totalspinnet I vidljer vi

I@i§ som egenfunktion erna \Im% £ill 17

och IZ.Enligt
(VIIZ:6,7) transformeras dessa basvektorer pd samma s&tt

I . .
som en tensor Tm vid rotationer,Den motsvarande bra-
' T

véktorn {Im|{ transformeras som TEm ty (T£)+:Tmm(~1)m.
Av detta kan det verka troligt att de s8kta tensoroper-
torerna fas som
"9 mqmy
Fér I=1/2 blir dessa _
ng*i/-g"?(\1/2><1/2[+\—1/2><—1/2\J; ]=-\'1/2>¢-1/21
1

@:1/@( \1/2)(1/2[—|—1/2><—1/2|) ;T == r2)

D (-1 )I"”{izm1 —mz\Iqu>\mjggm2{ (9)

(10)
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.Operatorerna i (10) skiljer sig fréan dem i avsnitt VIII
“med en faktor 1/{2' .Detta férratt normaliseringsvillko-
ret i 65) skall'gélla.En=infinitesimal rotation av ko~
ordinatsysfemet %@ﬁﬁ representeras i Hilbertrummet av

' ) ’ . ‘-5 o
operatorn (1~159f1x) sd att

&6 = (1-188.2)(n> - an
B{(&é){ﬂl = {nj (“I,+ic§é$a_1?\) _ o (12)

Fér en Vektor\‘m>4pj) i Liouvillerummet far man
P (88 Limynl )= (’l—igé;flt)\[m)(\n\(1+igé:=‘]i«)=
|V <ol > 88FT el - m>¢al T)) (13)
+ill f8rsta ordning i S saledos ar |
P (§6) = 1-idoz], | k | Can

dar Ig_ dr en derivationssuperoperator
N

Llosimd o am
‘Exempel 4:Visa att A iq1q2) (A \q1))iq2)+\q1)A lq2
analogt med en derivation.
Lésning:é [q1q2)=\[ﬁ,q1q£l)=lAq1q2~q1q2A);ftﬁ,q;]q2¥
va, [Aas]=(Rla a0 ja A ja,) QLELD.
Med derivationssuperoperatorn'infﬁrd blir tithets—
operatorns rérelseekvation (IX:18) enkel
14\9) = 1P - | (16)
HD kallas ofta Licuvilleoperatorn oeh betecknas aa A
| eller<. .1 en matrisrepresentation av en superoperator
kan man vdlja mellan att ﬁé tva index refererande till
basen i Liouvillerummet eller fyra index refererande
tillrbasen i Hilbertrummet.Rérelseekvationen fdr t&t-
hetsmatrlsen (XV:36) kan 1 laboratorlesystemet skrivas
13l9) = 1_;;0 Q) +iR(1Q)- 194D (17)
om nui%) utvecklas i basvektorerna\\ib(j{) i Liouville-

rummet fas




-C-lrgl] _zl(H(])ljklgkl +1Z B3k (8 a1 S’nkl) (18 L/

ddr varje basvektor 1 Liouvillerummet markerats med ett
dubbelindex,som anger bésvektorerna i Hilbertrummet.En
~viktig férdel med superoperatorformalismen dr att'B kan
skrivas som en operator och behandlas enligt konventio-
nella metoder.Detta dr inte méjligt i den vanliga forma
lismen.Genom att'skfiva R i operatorform kan man anvédnd
sig av Symmefriérgument fér att forenkla problemen'och
fér'étt'hérleda generella satser.Det dr tyvdrr sda aft
intressanta tillémpﬂingav av;rékningar med superopera-
torer krdver betydligt mer teori &n det som sagts ovan.
Det &4r di&rfor for oﬁfattande att ge négbt praktiskt
exempel hér.Dét ab min férhop?ning att denna korta &ver
51kt gett en viss kunskap om de grundlédggande ide erna
och att de,som vill ldsa oﬁélnalarbeten ddr superopera-

torer anvinds har fatt ndgon hjdlp.
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'XVIT Berdkningar av relaxationstider.Sammanfattning.

Efter den ganska omfattande genomgangen av teorin foér
berdkning av relaxatlonstlder Skall jag nu férsdka belysa
‘problemen ur en nagot mer praktisk synv1nke1 LAt oss bbr-
ja med att rekapitulera hur en.relaxationstid beraknas.

- Som vid éll kvantmekanisk beskrivning av ettesygtem dr
uppstdllandet av Hamiltonoperatorn def férsta centrala
problemet. I falle£ med ett karpspinnsystém dr det ofta- .
méiligt att:skriva H som en summa HzHO+H1(t).Hd dr tids-
-oberoende éch bestdmmer linieldgen och intensiteter medan
H, (t) bestdmmer 11n3eform och relaxation.Systemets till-
stand 1ater man i allmannhet beskrlvas av en tathetsope—
rator Q .R8relseekvationen fér denna ges av%% =1 LQ;PQ .
Nidsta steg i berdkningen &r att approximativt losa denna
rérelseekvation:Ar detta gjort erhdlles tidsutvecklingen
av en godtycklig operator Q.genom Tr(g Q).:Detta léser oc-
ksda i princip linjeformsproblemet ty,som papekades i avs-
nitt II,innehdller FID-signalen exakf samma information
som ett normalt spektrum taget med kontinuerlig bestral-
ning. |

I det praktiska fallet &r det da viktigt att bestdmma _
vilken interaktion som ger den tidsberocende termen i Hami-
ltonoperatorn.Ndsta fraga ir vad orsakar tidsberoendet?
Nir detta &r 18st kan man ga in i dé redan hirledda form-
lerna for att fa ett teoretiskt uttryck fér relaxations-
tiden,Man stdlls dock da infdr ett ganska svadrt problem.

Gdller formlerna i det aktuella fallet?Hérledningarna av

formlerna innehdller en del approximationer och man maste

avgdra om dessa dr giltiga i det aktuella fallet.Dessutom

dr hdrledningarna i vissa avseenden gjorda f&r ldealise-
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rade fall,till exempel étela molekyler.Det kan ofta'vara
svart att tolka formlerna rdtt ndr de appliperas P& mind-
e idealiserade fali.

I ithrépa vidtskor dr uttrycket fér en relaxationstid
av dén allmdnna formen |
LT | 1)

C 4r en konstant beroende av relaxationsmekanism och

) ?
1/T ~{3Vin

totalt kérnspinn.‘dint ir interaktionsstyrkan mellan kirn-
'SPinnsystem och omgivning och-T; ap korrelationstiden for
interakfionens tidsvariation.I en molékyl har man ofta
flera.rérelsefrihetsgradev,och det &r dé‘ett pfoblem att
avgdra vilken frihetsgrad som ger de vdsentliga bidragen
t3i1ll relaxationen.och vars korrelatiqnstid alltsa skall
anvdndas 1 (1).Man mésée ocksd komma ihdg att vilja \Ent
i relation till denna specifika r8relse,Bara den del av
den totala vixelverkan,som varierar med dén kritiska rdnr-
elsen bidrar till reiaxationen.DetAér nu dags att ge en
sammanfatining av litteraturresultat for olika relaxation
mekanismer |

A;Dipol—dipol relaxation.

T formeln f&r relaxationstiden £&n iéentiska kdrnor
/T, 2175 YRITH /8 (W T (2w ) (2)
dterstdr det att berdkna de reduceracde spektraltdtheterna
T;(QJ).Detta dr ett molekyldynamiskt problem.Man indelar 1
‘allminnhet bidragen till relaxationen i intra och inter-
molekyléra delar.Till de .intramolekyldra bidrar endast
molekylrotationen ﬁedan b&dde rotation och tranélation bi-

drar till de intermolekyldra.F8r det intramolekylira fds

1/1,22/5 07 /e01(Ten) (T e WIT Dt (e 20)) ()

dér?ﬁz anger att det dr korrelationstiden £6r andra ord-
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ningéns klotytfunktioner.Vid hdrledningen av {3) har
man forutsatt en sfdrisk molekyl.Enligt Stokes formel

fér'rotationsdiffﬁsionskonsténten blir'

T, = e’/ S W

-'déf_hl dr viskositeten och a molekylradien.Fdr en icke

sfarisk molekyl fés ett nagot mer komplicerat uttryck,
,viiket vi skall se é ndsta avsnitt.Fdr kubiskt och tetra~
edriskt symmetriéka molekyier gdller samﬁa'sak som for
sfariskt symmetriska.

For intramolekyldra processer har Hubbard hirlett ett
uttryck,som giller f&r sfiriskt symmetriska molekyler‘i
"extreme narrowing gréinsen |

/T, :nwbﬁ’ﬁz/uab)(1+o..233(b/a)2+o.1S(b/a)”..._ ) (5)
n dr antalet spinn per volymsenhet,b ar avstandet frén.
kdrnspinnet till molekylens centrum,a &r molekylradien
cch D dr translationsdiffusionskoefficienten.

Formlerna ovan gdller for vdxelverkan mellan lika
-spinn.Generaliséringen till olika spinn &r enkel bortsett
frdn kopplingen som ger Overhausereffekten.Vid dipolre-
laxation orsakad av paramagnetiska joner kan dock ytter-
ligare komplikationer intféda.Ibland dr elektronspinnets
relaxationstid sa kort att den blir den £&r kdrnspinnens
relaxatioﬁ relevanta korrelationstiden. |

B Kvadrupolrelaxation

Vid "extreme narrowing" har man f8r kvadrupolrelaxation

1/T, =3/40(2T+3)/ (1% (21-1)) (1+ 2/ 3) (eQ ¥V, > T, (6)

ddr ’Z} ges av (4).Denna formel gdller enbart f8r det
‘intramolekyldra bidraget vid rotation av en sfidrisk mo-
lekyl.GeneraliSeringeﬁ till icke sfdriska molekyler sker

- pd analogt sitt som f8r dipolrelaxation.En allvarligare

begfénsning_av (6) &4r att den férutsdtter en filtgradi- - 0§




ent fix 1 en molekyl.FSr en deute;iumk&?na i en nganisk
molekyl &r detta ett utmdrkt antagande,men for joner i
vattenlésning &dr det mera tvivelaktigt,Détta delvis pd
grund av att fér en sfdriskt kubiskt eller tetraedriskt.
symmetrisk omgivning #r filtgradienten exakt nol;.Féltm
gradienter f8r en symmetriskt hydratiserad jon av én
alkalimetall eller halogen uppstdr f8rst ndr hydratise-

: ringenrstérs.Detta dstadkommes kanske troligare av kol-
lisioner 4n av komplex,som roterar.Det &p mig veterligen
inte klarlagt vilken mekanism som ger det dbminerande

bidraget,

C.Relaxation av aniéotrépt kemiskt skift.

I ett molekylfixerat koordinatsystem kan kemiska
skift tensorn gbras diagonal.Beteckna i detta koordinat;
system avvikelsen fran det isotropa virdet 66 foér 6256;9
&, DA & +& 18 =0 £ads€ =-1/201-0)&, § & 1/201+p &
ddry) dr en asymmetriparameter‘\lf(§;~&y)/&z.Med dessa
beteckningar har man vid ”extreme narrowing"

1/, =6/40 Y BoE” (1+ 07 /3) T - (M
1/7, =7/0 ¥ BEsL (1 /) T, (8
H&r kan man iagga mirke till att relaxationstiderna #r
proportionella mot det yttre fdltet i %vadrat och att
(1/T2)/(1/T1)=§/5#:1 4ven vid"extreme rnarrowing".
D;Spinn—rotations relaxation,

Spinn-rotations interaktionen skiljer sig frin de ti-
digare behandlade interaktioner i det atthden har bade
en _isotrop och en anisotrop del.Detta gdr att man fé&r
tvad termer 1 uttrycket f8r relaxationstiden.

11, '=IkT/fh2(2(og)2Z1("l+w9{“}’¢‘:$)”1 £ 7732
f£’12/<1+m§2ﬁ2>> B A (@
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dér I &r molékyléns fréghetsmoment,cgfér den isdtropa
épinhrotationskonstantgn och ?; dr korrelationstiden fér
hela méiekylens impuismoment.cg dr z-komponenten av den
anisotropa delen av spinnrotationskonstanten.'n‘ar asym=
metriparametern och,qqz dr korrelétionstiden fér moleky~
lens impulsmoment eiler f6r dess rotationsdiffuéiqnsrérelﬂ
se-befoende pa vilken som dr kortast,Fér 1/T2 har man

heXt analoga formler.

E.Relaxation genom en skaldr koppling till ett annat spinn.

"I avsnitt VII sdg vi att en term i den statiska Hamil-
tonoperatorn representerades av den indirekta dipolkopp-
lingen (VII:8)

-y =B .
He=J,, 1%1J (11)
1] ' : _ .
Egentligen har J en anisotrop del. som ger relaxationsef-
fekter men dessa &r s& smd att de kan fSrsummas.Ett s&tt
som (11) skulle kunna bli tidsbercende p& dr om ndgot av
spinnen har en snabb relaxationsprocess s& att

1/T1j>qij o : (1)

Detta skulle ge en tidsbercende interaktion pd i-spinnet

med relaxation som f81jd.Denna mekanism kallas skalir re-

laxation av andra slaget.Man har relaxationstiderna

. 2 33,3 B 2.2

/T3, 22/305 5 T(T0+1) Tog/ (T4 ;=W )T (13)
. 2 3,43 ' _ 2,2

1Ty =1/3055 1°(T FID(L 4T /(- W10 ) (1)

under f8rutsidttning att j~spinnet pdverkas férsumbart av
i-spinnet.Denna relaxationsmekanism férekommeﬂi praktiken
huvudsakligen 1 tva fall.Har j-spinnet kvadrﬁpolmoment
kan dess relaxation ofta bli sd snabb att (12) &r uppfyll
och man far en effekt i T, f8r kdrnor som dr kbpplade till
j-spinnet,diremot péverkas nermalt inte T1,Det andra fal-

let &r ndr j-spinnet &r ett elektronspinn.Det h#nder 43
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- ibland att kopplingskonstanten dr sa stor att kdrnreso-~
nanssignalen blir sd bred att den-inte kan observeras.Ar
detta inte fallet har man samma situation som i fallet
med en kd&rna med kvadrupolmoment.En skillnad dr dock att
elektronspinnets T2 blir s& kort att bidragen till T,
ocksa blir mdrkbara.Fallet med elektronspinnet kompiice—
ras ocksd av att man samtidigt har en betydande dipolivé-
xelverkan mellan k&rnspinn och elektronspinn.

Den skaldra kopplingen i (11) kan bli tidsbercende pa
ytterligare ett sitt.Om spinnen i bch j inte &r fixa 1 en
och samma molekyl kan till exemepel kemiskt utbyte intro-
‘ducera ett tidsberoende i kopplingskonstanten.Ar spinnet

i stdndigt kopplat till ndgot spinn j fas

_ 2 3,43 _ 2 :
1715 =2/30%5 D aden T/ - 97 20 (15)
‘ B ) 3,03 : _ 2.9 :
1/T2i H’I/3Jij TJ(1 +1)(Ze+ Z“e/(n(wi mj) ‘a’e) (16)

dar'?% dr korrelationstiden f&r utbytet.Denna mekanism
med utbyte kallas skaldr relaxation av férsta slaget.(15)
och (16) &r helt analoga med (13) och (14) om T1j och sz
1 dessa ersdttes med ?;.Dessa formler dr intressanta pa
ett speciellt sdtt genom att bidragen till T, kommer frdn
spektraltdtheter med u):ﬁﬂi—tdj JAr nu j ett elektronspin
blir qu den dominerande termen och man fér vid NMR-expe-
rimentet upplysningar om spektraltitheter vid ovanligt
hoga frekvenseridjaﬁ1010. |
F.Ovriga relaxationsmekanismer.

De under A-E behandlade relaxationsmekinismerna &dr de
mest betydelsefulla 1 vdtskor.Uppdelningen i olika rela-
xationsmekanismer &r inte éntydig.i A-E har de delats upp

efter interaktionstermens,Hamiltonoperatorns,natur,Det

dr ibland ocks& meningsfyllt att hdnsyn till vilken
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fysikalisk process som orsakar tidsberoendet.lI AmD\har det
férutSatts att detta tidsberocende f&rorsakats av den Brown-
‘ské férélsen.och liknande proaesser,oéh man bér_komma ihég
att de givna formlerna gdller fOr detta fall.I fasta &mnen
4p ofta tidsberoendelt i stdllet orsakat av spinn-fonon vi-
xelverkan.Detta betyder inget annat dn att gittefvibrationw
erna orsakaf tidsbercendet i stdllet fdr Brownsk rérelse.
P4 samma s&tt kan molekylvibrationerna ge bidrdg till tids-
beroénﬁet i vdtskefas och gasfas.
. B, Giltigheten av uttrycken i A-E:

En viktig f6rutsdttning for giltigheten av alla ekvati-

oner f8r relaxationstider ovan dr att keorrelationstiden

skall vara mindre #n de erhillna relaxationstiderna.Experi-

~mentellt kan detta ibiand vara ett problem att se om detta
villkor d&r uppfyllt‘eller inte.Den observerade reléxatioﬁs«
tiden &dr kanske moderat kort,medan relaxationstiden p& ett
givet 1lagt populerat bindningsstdlle kan vara mycket effek-
tiv pa ett sdtt som gdr formlerna ogiltiga.F8r en del kdr-
nor till exempel &r kvadrupolkopplingskonstanterné ofta sa
stora att teorin.upphér att vara giltig innan man néqﬁcke
Yextreme narrowing",

En annan gsak vdrd att papeka dr att man miste skilja
mellan ihteraktioner,som dr tidsberocende pa ett korrelerat
gdtt och interaktioner som &r tidsbercende p& ett okorre-
lerat sdtt.Sa till e;empel roterar en fri molekyl 1 gasfas
och man skulle kunna tro att denna rotation ger bidrag til
den-intramolekyléra relaxationen.Detta gp fel ty visserli-~
gen &dndrar sig vektorn mellan tva spinn i tiden men pd ett
periodiskt sdtt sd att korrelationsfunktionerna blir peri-

odiska.Vid en kollision med en annan molekyl dndrar sig
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dock vektorn pa ett slumpmdssigt sdtt.Detta medf8r att kor
relationstiden fér molekyler i gasfas 4r ett mdtt pd tiden
mellan tva kollisioner.,I vitskefas kpiliderar.molekyler
oftare och ddrfdr tenderar koprelationstider att bli kor-
tare 1 vétskefas.Formel.(4) dr hdrledd fér en sférisk mo-
| lekyl,men det‘anmérkningévarda dr att just for idealt sfd~
riska smd molekyler dr den tvivelaktig ty dessa molekyler
kan i vidtska vidntas behdlla sitt impulsmoment langre tider
_én‘mgr_”skrovliga" molekyler,viket i sin tur medfdr att de
antaganden man gér 1 hirledningen av (4) inté dr invdndr
ningsfria}Detta utvecklas mer i detal]j i ndsta avsnitt.
Genomgéngeﬂ ovan har tyvérf blivit négot os;%ematisk.
Ekvationerna har férsetts‘med fpagmentariska‘anmérkningar
om deras giltighet.Att rdtt fdrsta dessa anmdrkningar ford-
rar en del begrundan,men jag hoppas att de ger en antydan
om en del av de saker man mdste se upp med nidr man tolkar

sina data.
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| XVIII Berdkning av korrelationstider.

I varje uttryck f8r relaxationstiden i fdregdende
avénitf finns en kérrelationstidlzé med.Det #r ofta den-
na korrvelationstid som ihnehéller den kemiskt intres-
santa iﬁformationen och det. &r da av intresse attlrela;
téra den till andra‘parametfar.ﬁven om man infelér int-
resserad av korrelationstiden i-sig dr det ofta 4nda
nddvédndigt att ha metoder att uppskatta den.Beridkningar
av korrelationstider dr ofta komplicerade att g&ra och
' svdra att & allmdnngiltiga.Typiska komplikationer i
praktiken dr effekter av infern rirelse 1 molékylen och
effekter av kemiskt utbyte.F8r att illustrera ndgra av
-problemen vid berdkningar av korrelationstider skall
jag genomfdra en.beréknihg év'rg fér rotationsdiffusion
rérelse av en icke\sf&risk molekyl.Detta problem &r
ganska svadrt men kan kanske just ddrfdr vara av intresse

Problemet &dr att berékné Fouriertransfofmen av en
korrelationsfunktion | 7
G(t) = PE(EIES | | (1)
- ddr Fg érrden nollte komponenten av en k:te ordningens
tensor,Om nu Fg(t)'enbart beror av t genom sitt rikt-
ningsbercende éf det rotationsrdrelsen som éstadkOmmer
tidsberoendet,Vi har att‘FgLfL(t)) ET arAen eulepr-
vinkel,som_specificeraf_orienteringen av en i molekylen
fix axel relativt det yttre magnetfdltet.I explicit form
kan medelvidrdet i (1) skrivas :
FCOT = me_ctnF(JL P& pdl v oad afl (2
P(&LO) anger sannollkheten att molekylen initialt hade
.orienteringenkJbo.ﬁ(dbohgb,t),anger sannolikheten att

molekylen har orienteringen JL vid tiden t on den vid
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t=0 hade orienteringen;jh Det Ap iﬂte uppenbart att

(2) ar en korrekt omskrivning av (1).Att tvd integrering-
ar &r foLjer av att fér varje begynnelsetillistand mdste
man integrera Sver alla m&jliga tillsténd‘ﬁid tidenk och
sedan maste man integrera 6vér‘alia begynne@setillsténd.
Dé tva funktionebna P(Jho) och P(ﬂholdb,t) ser till att
man far korrekta viktsfaktorer fér olika prienteringar

vid de bada integrationerna. |
Exemgel 1Visa att (2) ger f?ﬁ????) _1/(8ﬂ'lJF(jh)FQﬂ;)d&L
i en 1sotr0p vatska i jamv1kt.

Lésning:Vid t=0 &r . _

P(;_Q,Dhjb,a):g'(dh—dbei o o (4)

fy molekylen har inte hunnit r&ra sig.l en isotrop vitska
arralla initiala orienteringar lika sannolika sa P(dbg)

dr en konstant oberoende avlﬁJd och

&ip(\{b[})d&oﬂ = P(dlgo)zjfa.wz ‘ o (5)
Insdttning i (2) ger nu
FIOT(0) &{S{F(&)F(ﬂ )/ 8 ﬁQcS(JL—JLOm&Ld&O
=1/ (8{1%) jF(n,)F(d‘b)dJLa (6)

enllgt 5 -funktionens egenskaper,

| Det stora problemet i evaluéringen av (2) &dr att
finna sannolikheten P(Jhohrb,t).Vi vet att den bdrjar
‘som en é;-funktion och fér tillrdckligt stora t bdr den
éé mot 1/(8“2),men hur uppfér den sig didrem-ellan?Att
béfékna detta krdver en del anstrdngning. =

Lat P(Jh,t)ddu vara sannolikheten att en molekyl har

orienteringen i ett litet intervall dfl kring 8L vid +i-
den t,Vid en ndgot senare tidpunkt t+at giller da
P(.Jh,'t%{\.t)dg}‘! :jP(Q,At)dE P(Lﬂxa,t)dlﬂ;é (7

=3 g o 2
p(© yat§bér sannolikheten att en rotation € dger rum i
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tidsinteérvallet At.dLG dr sddana orienteringar att om en
| S _ : T - : :
rotation € sker fis orienteringenijb .

Integralen i(7) 4r alltsd ett uttryck fér alla rotationef
in i och ut ur vinkelelementet dLH;kpingLR; under tiden
At,I (V:13) har vi ett opepatorugiyokfép'potatiﬁne?.Det
ta tillsammans med (8) ger

Py, £) s zexp (L -TIP Wl , 1)l (9)
Nu kan (9) substitueras i (7) | |

P, t+at)adl f;p(E,At)exPcig-&”ip(&,t)dﬂ.,;dé;’ (10)
Integrationen gdres dver E?i stdllet fSr dho,vilket dr .
méjligt tack vare (8).(105 4r en exakt ekvation.Fran
denna‘kan derivatan P approximativt beriknas genom en
serieutveckling av Py ,t+At),ddr man bara behdller ter-
mer linjdra i At.En god approximatioﬁ dr sédan

att f8r smd tider dr det enbart smd rotationer som har
" betydelse,Ddrfdr kan man serieutveckla den exponentiel-

L=
la termen till andra ordning i@ .

' ' >
P ML, t)dd +O Py, 1) A tddy = fcpcjh atl+i_.§fJP(5h st~

—(@'?)Q/QP(ﬂ,t))dgdu% ' (11
(11) kan forenklas till

P, ) = (AT A - 707 way,t) an
A:wAtéé”pcéb’,Aud? (131
D =1/2/Atj‘§®§ p(@,ﬂt)dg | (1u4)
Exempel 2:Visa likheten 7.(888).9-(Buy? (18)

5 8y 6,8, 6,8,\ [y
e Be - x Ux¥y Yx¥z X
I_Josr‘ung.J ge 0 ARy FJnyJZ) Gy@x @ye}y_ éy@z J _

8.0« 6.8, 88, [\,
=JX6X9XJX+J y@y@XJx+Jz@ Z@XJX+JXGX&nyny®y@‘ny R
. ey 2o 2_ .
- Z J; @ieij ; (éJ) _(QXJX+8ny+8ZJZ) = | /3

i,)=xyz




. denna integral‘ett dndligt virde.Detta fall svarar ndgor- -

=j£: JiEQiQQ.J. vilket avslutar beviset.
i,)=xyz 1 ,
Ekvation (12) dr en utmirkt illustration av skillnaden

mellan korrelationsfunktioner_i vidtskor och gaser,som
ndmndes i fﬁregéende avsnitt.Ar rotatiohshastigheten helt
okorrelerad sd att | rotationshastigheten vid tiden
t inte sdger ndgot om rotationshastigheten vid t+at dr
p(%?,ﬂt)_en J4mn funktion av & och integralen (ﬁ3? dr

noll av symmetriskil.Eftersom (14) dr kvadratisk i © nar

lunda mot vad man kan vinta sig i v&tskor,ddr midnga kol-
lisioner mellan molekyler kan hinna ske i tidsintervallet
At.Undantag érlsymmetriska moiekfler som metan och kol-
tetraklorid,vars rotationsrérelsé inte péverkas sd mycket
av kollisioner.I gaser dr sdkert inte p(ég,Am) en jémﬁ
funktion av & &ver de tider som &r aktuella.Har en moleky‘
1.gasfas ett visst 1mpulsmoment vid t=t har den mycket
ofta samma impulsmoment vid t=t+At och p(&) ,At)- 5}69 - WAL
dir W &r molekylens rotationshastighet.Eftersom vi 4r
intresserade av rdrelse i vétskor kan vi sdtta Aso cch
h&lla 1 minnet att vi gjort en approximation.Denna appro-
ximatioﬁ innebdr att vi 18ser problemet 1 den sa kallade
diffusionsgrénsen (diffusion limit).(12) kan nu formellt

skrivas

é)Pcfl,t> = -HP ({4, t) ‘ (16)
- | A

H Elenlj ; | - (17)

D kallas rotationsdiffusionstensorn,S& ndr som pad en kon-
S g s e a iy . ..

stant i/A 1 higerledet &r (16) identisk med Scﬁédlnger—

ekvationen f6r en stel asymmetrisk rotor.vVal] koordinat- -

systemet s& att Dij blir diagonal.Med transformationen

Y. o R
Di3=Py AR /1 o o e

11y




blir diffusionsoperatorn identisk med HamiltohoPeratorn
f8r en fri stel roteﬁande molekyl.Eftersom Scﬁgdinger—
ekvatidﬁen dr 1dst fér detta senare fall,kan dessa lﬁsnin%»
ar ﬁttnytjas-fér 18sning av diffusionsproblemet.

I (2) sdg vi att den sdkta storheten inte dr P@fh,t)
utan—P(dLOhmlgt).Mellan dessa tva storheter réder.samban~.
det _ o _ | _

Pldb,t) =fP(Jb0,D)P(JLD|Jh,t)d&O (19)
vilket vi egentligen redan antagit vid uppstdllandet av B
(2).Det matematiska beviset av (19) &r lite komplicerat
meh bygger vésentligen pﬂatt If(Jh,t)ddL=1 oberoeﬁde av
t.Eftersom (18) &r korrekt av‘direkta fysikaliska gkdl
finns det ingen anledning att gd in pa beviset.Tidsdefi—
vering av (19) ger atf _
s‘%%?(dls,t) =IP<JDO>%%(JLD\&,-£MJ\;O - (20)
Av (20) fdljer att differentialekvationen (16) ocksd gidl-
ler fér P(JhdLﬂJ,t) om man sitter

Paflay) = S - | . eD
vilket motsQarar en given orientering av molekylen vid
t=0.Har man 1l8st problemet f&r en given initil orienter-
ing av molekylen #r det sedan bara att integrera 8ver de
olika m8jliga begynnelseorienteringarna:

En godtycklig 1&sning till (16) kan skrivas som lin-
jarkombination av egenfunktionerna Qﬂn ti1ll H génger en
exponentiell faktor i t.FSr den vanliga Schrddingerekva-
tionen biir denna faktor exp(—iﬁhE$) ,ddr E ér.egenvér—
det.Eftersom faktorn i/#i saknas i (16) fds i stdllet
P(:JLUIth;t)- =§ c @nexp(_-Ent) - ¢22)
Koefficientefna c bestdmms av begynnelsevillkorét.l det

féreliggande fallet har man

_P(dLOML,o) =S<LSLO-SLS | T e

15




Diracs deltafunktion kan represeﬂteras.pé ménga oli-
ka sdtt. En-ofta anvdndbar repfesentation dr att fér en
fullstandzg mdngd ortonormala funktloner'{}Wx2} galler

& (x-x) 2‘{/ (xOW (x) | | (24)
letlgheten av (24) ser man genom att multlpllcenmekva-
‘tionén med en egenfunktion ‘Y (x) och sedan integrera 8-
ver x varpa man har en direkt identitet. (24) i (23) ger

Pl ,0)= Zﬁ@ WP o.ﬂn | (8
Nu kan koefficienterna c, i (22) bestdmmas.t=0 ger - |
Z<P (&) P - Z cP D = o Py e
P(JL L.ﬂ.:,t) Z‘P (Lha 2P (&nem( B (27)

aoch vi har fatt ett exp11c1t utryck fon P(JL ﬁdﬂj t).Detta
dr v1sserllgen-kompllcerat men innehdller enbart frin te-

orin f6r mikrovagspektroskopi 1 princip:kinda stroheter,

Vi vill Berakna korrelationsfunktionen FE(t)FE Tag

som exempel k=2,vilket &r det vanligaste fallet.I fort-
sdttningen uteldmnas deﬁta iﬁdéx.Tensorn FG(t) dr angiven
i det laborateoriefixerade koordinatsysfemet.l det molekyl
fixerade koordinatsystem dir diffusionstensorn idr diagonataf

Folt) ZF D o @) (28)
enllgt (VIII 6). Hela tidsberocendet ligger i v1nkeltﬂ;,som
dndras ndr molekylen roterar,Genom en ytterligare rota-
tion av-koordinatsystemet kan mah transformera F till det
koordinatsystem,som &r huvudaxelsysfem till den mot F sva

rande interaktionen.

D < H : '
P = F! D -
PR q1q§|SbHD> (29)

Man anger vanligen interaktioners styrka i detta senare

koordinatsystem.(28) och (29) ger

/1L




‘.'H‘ i
T (OF, = F, D, o lyp (Lm(t))F D <..Q,HD 20(&0_-

Gaaya, 4 4t 44 954,

H H ‘ -
-2 =2 o, oo (g )Z E Qgpng o W) =
42 :

, Ta, qqq

% q0<&h<fc>>Dq20mo> (30)

De fér ett givet’molekylslag karakteristiska storhéterna
har férts samman till en konstant qu Med (2) och (27)

: 2
kan nu ensemblemedelvidrdet 1 (30) beréknas.-

qo @B D, (W)= 1/<8ﬂ2>ff (JL)D a,0 NOLTOR |
'230 ) ><P (zﬂ.s)exp( B e alvady, (31)

4

1‘dér P(Jho) satts till 3/(8ﬁ ) .Fér att pﬁ ett négoriunda
énkelt sétt‘berékna'integralen‘i (31) far man ta till yt-
terligare ett trick.I avsnitt VIII sdg vi att Wigner rota-
tionsmatriselementen dr intimt férknippade med impulsmo-
- mentoperatorernas egenfunktioner i sfdriskt symmetriska
rum, For enisfériskt symmetrisk roterande molekyl borde man
alltsa ha ett samband mgllan gjnGjb) och qu;be).Har man
funnit ett sadant samband kan'ortogonalitetsrelationerna
(VIIT:31) an?éndas vid evalueringen av (31).T (315 dr dock
inte f’naﬂg) egenfunktionerna till den symmetriska rotorn
utan den ésymmetriska.vi kan dock alltid skriva dem som
rlinjarkombinationer av den symmetriské rotorns.egenfunktioner

ﬂpn - % ank‘}n (32)
Eftersom rymden dr tredimensionell specifiseras varje egen~
tillstdnd av tre kvanttal.Fér den asymmetriska rotorn skriv§
de J,T,m och fér den symmetriska J,K,m.J och m 4r goda
kvanttal.oberoende'av'molekylform,vilket gdr att summan i
(32) kan.inskrénkas till en summa Sver K. _

P’gm :ZK ai(t)vim' _ . (33)

- 17




Egenfunktionerna q}gm kan som ovan antytts relateras till

DU, YigSW =0 czanyscen®n oy vy an)
Insé&ttning av (3%) och (33) i (31) ger nu
O(&mq G(&, )= 1/(8¢r)Jj mm O(J\,U

> (-F KT 9 ad a(’E’)(2J+1)/(8n2)D LEIDTE (S
JmKK # '

exp(-EJtt)dLmdAyo_ | | (35)

P4 grund av ortogonaliteten mellan de olika D:matrisele-

menten och pad grund av relationen

F)
i m. Dfm -m (- j)m o
172 1 72

kvarstdr endast de termer i (35} f8r vilka J=2;m=0;K§§5

D 2" ' '(36)

K’:fq2 och (35) fbrenklas till

- 2 ) 2'#
D O(J‘J)quo(nﬂlo)J/Sga‘q(é’)aqz(‘a’)exp(-{!zft) (37)

ag(fﬁ och Ezf,fés-ur tabell 1 kombinerad med (33) Frin

(30),(37) och tabell? ser vi att korrelationsfunktionen

dr en summa av fem expecnentialfunktioner.Fouriertransfor-

Tabell 1.

EIGENFUNCTIONS AND ENERGIES FOR THE ASYMMETRIC RoTOR J = 2+

Eigcnvalué Eigenfunclion
A () ! 12 P+ @t
6D + 2A iy = N aphyy + ***(QJ Ty M)
i , V2
: 7 2 L o
D, + b, SaMT \/:—z(ﬂpf,m =5 )
3D, + DY Wiy = : '-'Pfluu + 2l y
X 5
b ‘
3D, + D) mt a = —2(90[['_!\1 - 0’(3']1,.\!)
2 L e i1}
6D, — ZA ) By = —| bl — 7,(03 TR s Y
N 2 ‘
where ,
a= 3D, — D)

b=2D — D, — D, + 2A
N.=2A2pt2
A= (D, - D)+ (D.— DD, ~ DJ)'?

D, =4D,+ D, + D)

ng"




"mationen av korrelationsfunktionen (30) genomfbres enkelt
d& transformen av en summa dr summan av transformerna,och

vi kan anvinda resultatét i exempel (XI:1) direkt

T )=2/5 == (F" (DD o Whyp)
9949,94 9 q3 qjq HD" 74354, HD
2 20 ' 2 ?
§;§q(8)aﬁq2(s) 2@8/(1+90 T5) C o -.(38)
T, = 1/E,, (39)

E ges av egenvirdena i tabell 1.Ekvation (38) utgdr den

generella ekvationen f&r spektraltdtheter vid anisotrop

rotatiénsdiffusionsrérelsé.Alla de ingéende parametrarna

dr specifika fér ett givet molekylslag.(é8) dr dock tdm-
‘ligen overskadlig och fér_négpa préktiskt viktiga fall

kan den f8renklas.Fdr dipol-dipol interaktionen och £for
"~ kvadrupolinteraktionen med asymmetriparametern ¥, lika

med noll ir endast FH icke noll.F&r dessa fall far man

IEICRE z/sz FOED Uchbm oa, (&HD)ZQQ(S)azq ()T /(1) )

Funktlonerni Dy (deD) ges av funktionerna (2/3)”2 q i
(VIII:24). _

For en sfiriskt symmetrisk kropp dr alla 2}8=1/(6D)
enligt tabell 1.Vidare dr éﬂ:HDzo och
T@ =2/ P T (v wiety (41)
i 6verensstdmmelse med tidigare resultat.

Qvanstéende exempel dr en ganska god illustration av
de svarigheter man har att berdkna korrezation§funktioner
 f6r system,som inte d4r helt ideala,Ndr man skall berdkna
effekten av intern rbrelse pa korrelationsfunktionen ham-
nar man ofta i rékningér som dr anﬁloga med de i exempiet

ovan.Ldsningar med hjdlp av D:matriselement &dr ndstan all-

tid de mest eleganta och mest praktiska.

14
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. IXX Kubo och Tomitas teori

|
1954 publicerade Kubo och Tomita en artikel med
, |
titeln "A general theory of magnetic absorption”.Det-

ta arbete fick en stor betydelse f&r den senare utveck—

' lingen:aﬁ kdrnresonansteorin bdde genom direkt till&mp-

ning och som en inspirationskdlla fdr vidareutveckling

en av teorin.Sjdlva den formalism som Kubo och,Tomita

anvdnde skiljer sig pd vissa punkter frin den,som an-

vénts tidigare i kompendiet.Detta kriver ett klargdran-

de av vissa grundlaggande‘samband i NMR f&r presenta-
tionen av teorin.Den behandling vi hittills har anvént
kan sdgas varé uppdelad i tva steg.Vi har antagit att
de makroékopiska aspekterna pa kérnrésdngnsexperimen—
tet beskrivits vidl av Eloch¥ekvationerna med relaxa-
tionstider som parametrar.Ldsningarna till Bloch- ekva-
tlonerna har betraktats sgm kdnda och vi har koncentre-
rat oss p& att berikna relaxatlonstlderna kvantmeka-
niskt.I Kubo och Tomlta teorln & andra sidan behand-
las alla interaktioner pé spinnsystemet mer i ett sam-
manhang Detta leder till ekvationer,som i en mening &r
generellare dn dem vi tldlgare hiarlett.I ett annat av-
seende dr dock teorin mindre generell.Ett grundlagganh
de antagande dr ndmligen att splnnsystemetsiresponse 1
P& en yttre stdrning skall vara linjart.DetEa leder |
till att inga mdttnadseffekter kan behandla%.

| Betrakté ett karnspinﬁsystem i jEmvikt ﬁed ett

statiskt magnetfdlt B 6cﬁ ett tidsberoende falt B,

0

med frekvensentd Om B svagt kan man anta att mdttnads

effekten ar férsumbar och d& gdller f&r populations-

§l?.0
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- skillnaden meillan -tvd nivder med ndrliggande m-vdrde.

P Pp-q ém(1-exp(-ﬁ\90}kT))= ﬁlJOICkT(ZI+1)) (1)
Sénnolikheten fér en 8vergdng mellan tvd nivder ges en-
ligt tidsberoende stdrningsreori (Golden Rule)

Womoq = Wy2B2 |<xg|i+;m-1)|2 £(W)/2 (2)
Detta medfér‘att den absorberade energin per tidsenhet &r

2.2
p %,,mn” mm1(p ~p_4) Zw»ﬁw(m) (21+1) 7 ry?B!

¢mi1 fo- ‘1)<m-1|I | m> NE(w) ~ﬁ2wwm( (2xT)~ <21+1)
Tr(I,I: )Nf(w)-h w wog BY I(I+‘I)(6kT) INE(wAT (3D

-1

'I dessa formler dr f(uJ) en 11n]eformsfunktlon och N &r

totalantalet splnn Uttrycket (3) kan forenklas nagot ge-
nom att 1nfora den statiska susceptlbllltetenﬁKO.For ett

spinnsystém 1 ett statisktfmagnetfélt har vi tidigare

_hirlett-Curies lag f&r I=1/2.Generellt gdller |

2,2 _ . a
M yeq=N Y A I;I+1)30/3kT=7§OBO-hu;O/X XO | (%)

Ekvationerna (3) och (4) ger nu

'p_wnwsfxofcw> R . f(5)

Den absorberade energin per tldsenhet kan hirledas pa

ytterligare ett sdtt. Splnnsystemets energi kan skrlvas

E = -M/B | f (8)

d&r M &r magnetiseringen.Dénna formel och dven de ovan gdl-

ler exakt endast f¥r okopplade spinnsystem.Ar stéfnings-

termerna representerande t.ex. spihn-spinnkopplingap eller

kvadrupolkopplingar sma 1 férh&llande till Zeemantermen kan
de intréducerade;felen férsummas éé lénge RF-fdltets frek-

vens dr 1 nérﬁeten av Larmorfrekvensen f¥r kirnan.

‘Derivation av ekv.(8) ger under steady-state villkor
(slow passage) | . :
. —_— : ,
P:gE:dﬁB_M‘g_'E‘s:__EdB.I ; |
dt “Tats At vt at ¢7) W
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Strecket anger medelvdrdet Sver eﬁ tid som dr ldng rela-
tivt 1/w men kort i 6vrigt Antaginu att B ar llnjarpola~
riserad i x-ri}ctningen.B1 *(28 cosvot 0,0),0ch gdr vidare
det i Kubo och Tomita teorin centrala antagandet omﬁlinjér
respons f8r en yttre stdrning. .

Mo = 2B (X7 (W)coswt +X “"(w)sinwt) | (8)
Den totala susceptibiliteten eller responsfunktionen'X.(hJ)

dr komplex och har delats upp i real och imaginirdel enligt

K) = K (W)I-iX"7(W).Ekv.(7) och (8) ger nu

FD 2B (1& (bo)costnt+?("(03)51nhdt)2u18151nh4t =

= R SR (D! | (9)
Vi ser hdr ett det 4r den kémplexa delen av responsfunktion
en som ger energiabsorptionén.Denna slutsats gdller mycket
allmé&nnt.Genom en jamférelsé mellan ekv. (5) ﬂch (9) fas
KW 2w T X(OF(WI/2 (10)

K (W) &r en makroskopisk storhet och ett ﬁétt pa den
inducerade magnetiseringen vinkelridtt det st%tiska magnet-
fdltet vid steady-state och f&rsumbar ﬁéttna&.Det dr pre-.
cis den storhet man métersvid en normal kérnrésonanskérning
i absorptlonsmod Genom ekv '(10) dr X7 () relaterad till
f(w) som ger fﬁrdelnlngenlav energinivder i splnnsystemet.
Ekv.{(10) &r en grundlaggande ekvation i karnresonansteorln
och man kan fradn denna ek;atlon gd fram pd flera sitt fér
att korrelera experiment hed teori.I h&guppl&sande NMR f3r-
séker man vanligen att best&mma f(W ) genom att 1l¥sa ut de
diskreta energivirdena f&r ett isolerat spinnsystem och se-
dan korrigera fdr kopplingen med omgivningen genom att lig-
ga pa en iémplig breddningsfunktion.En élternativ metod &r

att berdkna 7 (W) eller den inducerade makroskopiska mag-

netiseringen direkt utan att gd& vigen 8ver f(W).Det &r den- .

| | 2L
| ;
|
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na metod Kubo och Tomita anﬁénde.Eftersonl’K (W) Ar defi-

nierad av ekv. (8) vill vi berakna magnetiseringen M,

M= Tr &M | | (11)

pa vanllgt sétt.uﬂtér enfoperator,soq kan vara aﬁ dimen-

sionen 1023. C:én*som.i avsnitt XV t&thetsoperatorn fér

det totala systemet spin& plus omgivﬁing.l nirvaro av -

ett RF-fdlt blir rérelse%kvationen fér tdthetsoperatorn
gg =i/h [d,ﬁH~/g(B1cos:'wt] | | (12)

Till fdrsta ordning i B1;§r31§sningen av denna ekvation

i véxelverkansbilden (jfr. X‘B)
x
8 (t)=<§(t )-i/4B, f

[ﬁxp(lHt"d &t olexp(-iHt" "),

exp(iHt” )/Q Lexpl- iHt” XJ costh" at”” (13)

dar;to dr den tid da B faltet slogs pa Antag‘att syste-

met vid t, var i jdmvikt s& att enllgt ekv. (IX 26)

0
& (ty) =&eq zexp(~RH/KT) /Tr(exp(~RH/KT)) (14)

—» .co och g&r substitutionen t7=t-t”7 i

Ldt vidare to

integralen o

- &* : . g . .
(t)= éeq_lBT/ﬁ ]_-_é eq,exp(lH(t*t ))}'{xexp(—lﬂ(t—t ))]

cos(\Q(t=-t7)) 4t~ | (15)

Eftersom det inte &r ndgon magnetisering i x-riktningen

‘vid jEmvikt &r

M (tg) = TeCd A ) =0 (16)

eq” "x :
Multiplikation av ekv.(15) fran vidnster med exp(-iHt)

och fran héger med exp(iHt) ger en ekvation fér L)y,

Magnetiserin%cp i x-riktningen fds dd som |

' M (t)=~1iB /lhf'l‘r([d ,exp(-iHt~ )j( exp(lHt )]/('L )

cos{w{t-t? ))dt --18 ﬁﬁCCOSLut Tr([}%%( tT /&#]éf
cosWit dt” +51nthTr(D( «t”) ﬂ]é )s-lnwt dt” ) (t
ddr f¥ljande sanband utnyttjats

Tr([A,BYC) = Tr([B,cla)

|
|
|
L
1
!

3)
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cos(Wt-Wwt )=sin Wt sinWt” +coswt coswt” och
/&,X(t)E; exp(th)/qxexp(~th) ./&;(t) kallas ofta en
. |

Heisenbergoperator.En jdmférelse med definitionen (8)

\
- |
ger nu att -

‘)(“(w):-l/fﬁftrr(%l (-t") /Qé ysinwt” dt”  (18)

Men en kvantmekanisk korrelatlonsfunktlon deflnleras som

6(t) = Te( & M (ST ‘ : G

enligt ekv.(XI: 19) Vidare kan man visa (se 5vn1ng 9) att

G(-1) = G(t-ifi/KT) B (20)

|
Ekv.(19) och (20) i (18) ger nu
KW=t f(ect $H/KT)-G(£))sinte t dt =
=1 /A0 ofe(t)smcw (t+i%/kT))dt~ fe(r)smwt at
under fOrutsdttning att A/kT éralitet
Exempel 1:Visa att 81n(UJt+rﬁ/kT) 51tht+rﬁ*choqut
om hw>> kT.
Lésning:sin(MJt+i£?kT)=siantcosiﬁ?%T +cos wtsiniff/kT =
=sinWwt + iAW /kT coswt till férsta ordning i-h©/KT.
Med resultatet frén exempel 1 1nsatt fés

K (W)= w/kaG(t)cosut dt w/kaTr(& )
cos Wt dt ' (22}

a8 eq dr ovan téthetsopera?orn f&r det totala systemet,
men i vissa till&mpningar kén man bortse fran réreiser i

omgivningen.Pd grund av att Zeemanenergierna ir smd re-

lativt kT kan da t4thetsoperatorn approximeras som

<§ =Tr <§

eq q eq= 9eq .

(£ 4r enhetsoperatorn) om man 4r intresserad av storhe~-
. i

ter i xy-planet Ekv.(22) kan dad skrivas k

|

|

K7W )= W/kT fTr(/ﬁ (£)/1 Jcoswt dt i\ (24)
Ekxvation (22) dr den centrala ekvatlonen 1 formule-

ringen av teorin.Bortsett frdn antagandet om'det linjédra

| %
[
N
|
Lo
|

zexp(~RH/KT)/Tr(exp(~aH/kT) )= € /1o € (234

[AH
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,responset 4n ekvationen myck;t allmdnngiltig.Speciellt
gallé;iée;lg&sgeté'gﬁ'gdfels;n 1r6mg1vn1ngen 4r snabb
eller langsam.Vill man nu behandla relaxation i vdtske-
fas leder detta till ekvatioﬁer som &r helf analoga med

dem. vi tidigare hdrlett.Eftersom man péd intet vis vinner

- i Bverskadlighet finns det inga skdl att upprepa hidrled-

ningarna hdr.Ett annat sdtt att anvdnda ekv.(22) dr att
ersdtta den kvantmekaniska korrelationsfunktionen med

motsvarande klassiska .Den klassiska korrelationsfunk-

- tionen kan man sedan uppskatta frdn modeller fér rdrel-

‘givningens rorelse 1nte dr mycket snabb 1 fbrhallande

sen i systemet.Ett betydelsefullt exempel pad detta var
Andersons hirledning av linjeformen vid kemiskt utbyte.

{J.Phys.Soc.Jap.g,316(1954))?
_ : ! |
RSr sig inte omgivningen alls kan man bnvénda ekv}(ZS)

' . . i i |
Det dr den som ligger till grund f&r berdknandet av.

i |
] . !

andramomentet enligt Van Vleck. y
- ‘ i

Detta. far tj&na som en-liten introduktion till Kubo

\
och Tomltas teori.Teorin ar‘av genere1l natur men min

bed8mning &r.att den har sin basta tlllampnlng ndr om-

tlll rdrelser inom splnnsystemet. o

!
1

[ 1§




